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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. К настоящему времени в основном построена 
теория краевых задач для эллиптических, параболических и гиперболических 
уравнений и систем, рассматриваемых в областях с. гладкими границами. 
Нарушение условия гладкости границы в этих задачах приводит к появлению 
у решения особенностей в окрестностях нерегулярных точек границы. Одно 
из первых исследований в этом направлении было сделано Т. Карлеманом 
(1916). Основополагающей в этой области можно считать известную работу 
М.В. Келдыша (1951), в которой были указаны основные особенности поста
новки краевых условий для уравнения второго порядка со степенным вырож
дением. Как известно, для правильной постановки задачи в области с 
негладкой границей необходимо подобрать подходящие функциональные 
пространства, в которых рассматриваются решения задачи, правые части 
уравнения и граничных условий. Во многих таких задачах удобно исполь
зовать функциональные пространства с весовой нормой, которые правильно 
описывают особенности решения и его производных в окрестностях нерегу
лярных точек границы. Эти особенности в большинстве случаев являются 
степенными. 

Изучению общих краевых задач в областях с особенностями на границе 
типа угловой или конической точки посвящены работы В.Г. Мазьи и Б.А. 
Пламеневского, В.А. Кондратьева, Е.А. Волкова, В.В. Фуфаева и других 
авторов. 

В связи с потребностями приложений продолжает расти интерес к син
гулярным эллиптическим краевым задачам. Сингулярные краевые задачи 
для общих эллиптических уравнений изучались многими авторами. Можно 
сослаться на работы С. М. Никольского, С. М. Никольского и П.И. Лизоркина, 
И.А. Киприянова. Одной из основных работ по этой тематике является 
монография С.А. Назарова, Б.А. Пламеневского, в которой дано подроб-
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ное изложение теории эллиптических задач в областях с кусочно-гладкой 
границей. Фундаментальные результаты в исследовании асимптотических 
свойств решений линейных и нелинейных эллиптических и параболических 
уравнений и систем получены В. А. Кондратьевым, Ю. В. Егоровым, О. 
А. Олейник, В.А Никишиным. Отметим также работы A.M. Ильина, Е.Ф. 
Леликовой. Эллиптическим уравнениям второго порядка посвящены работы 
В.А. Кондратьева, Д. Гилбарга, Н. Трудингера, Т.Р. Мамтиева, А.К. Гущина, 
В.П.Михайлова, В.Н. Масленниковой, Ю.А. Алхутова и В.А. Кондрать
ева, Ф.Н. Гафурова, Р.М.Гобеджишвили. Различные результаты, полученные 
при изучении вырождающихся дифференциальных уравнений, содержатся в 
обзорной работе В.П.Глушко и Ю.Б.Савченко. Весовая краевая задача Коши 
для эллиптических уравнений изучалась Г.Н. Яковлевым, А.И Янушаускасом 
и другими авторами. Краевые задачи с сильным вырождением возникают 
в теории особых точек решений эллиптических уравнений. Исследованию 
таких задач посвящены работы А.А. Новрузова, И.А. Шишмарева, А.И. 
Ибрагимова. Для указанных задач, в основном, рассматривались вопросы, 
связанные с нахождением условий, обеспечивающих устранимость особен
ностей. Для классических уравнений математической физики соответству
ющие факты приведены в книге А.Н. Тихонова, А.А. Самарского. 

Многие задачи физики и техники вызывают необходимость изучения 
эллиптических краевых задач в областях с негладкой границей. К таким 
областям относятся области, которые имеют на границе угловые или кони
ческие точки, ребра и т. д. Теория эллиптических краевых задач в негладких 
областях изложена в работах В.А.Кондратьева, В.Г Мазьи, М.В. Борсука, 
В.А. Рукавишникова, В.В. Катрахова, СВ. Киселевской. 

Данная диссертация посвящена исследованию сингулярной эллиптической 
краевой задачи, рассматриваемой на плоскости Лобачевского. Возможная 
потеря гладкости решения эллиптических задач в особых точках приводит 
к необходимости изучения поведения решений вблизи особых точек и иссле-
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дования вопроса о выборе специальных функциональных пространств, в 
которых порожденный краевой задачей оператор оказывается непрерывным. 
Поэтому постановка и изучение новых краевых задач для уравнений с 
сильным вырождением в соответствующих им функциональных пространст
вах и создание методов их решения являются актуальными. 

Цель работы состоит в изучении сингулярной эллиптической краевой 
задачи в областях плоскости Лобачевского, которые могут содержать изо
лированные граничные точки. Основным результатом является доказатель
ство однозначной разрешимости поставленной сингулярной краевой задачи в 
специально введенных функциональных пространствах. 

Методы исследования. В данной работе используются современные 
методы исследования эллиптических краевых задач в соответствующих 
функциональных пространствах, которые вводятся и изучаются базовым 
методом операторов преобразования. Основы этого метода были заложены 
в работах Ж. Дельсарта, Ж.Л. Лионса, Б.М. Левитана. Последний дал 
название операторов Сонина и Пуассона известному классу операторов 
преобразования. Почти одновременно с первыми работами Ж. Дельсарта 
X. Кобером и А. Эрдейи были введены другие операторы преобразования. 
История развития теории операторов преобразования достаточно полно 
изложена в работах С.Г. Самко, А. А. Килбаса, О.И. Маричева, А.А. Килбаса, 
С.А. Шлапакова. В работах В.В. Катрахова введены новые операторы прео
бразования, которые использовались в теории сингулярных эллиптических 
уравнений, в теории псевдодифференциальных операторов, теории комплекс
ных степеней сингулярных эллиптических операторов. В диссертации метод 
операторов преобразования получил дальнейшее развитие. Это связано с 
построением на их основе новых функциональных пространств типа прост
ранств С.Л. Соболева. Ранее подобные конструкции операторов преобра
зования в евклидовом случае встречались в работах В.В. Катрахова и его 
учеников. В данной работе вводятся, изучаются и применяются операторы 
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преобразования, построенные с применением гиперболических функций. 

Научная новизна. В настоящее время существует теория общих и 
вырождающихся или сингулярных эллиптических краевых задач, в том 
числе и на областях многообразий общей природы. Однако в областях с 
выколотыми точками даже для простейших уравнений Лапласа (в евкли
довом случае) и Лапласа-Бельтрами (для многообразий) значимых резуль
татов до работы В.В. Катрахова и его учеников фактически не было по 
следующим двум причинам: 

1) в полярных координатах рассматриваемое эллиптическое уравнение 
является сильно вырождающимся (сингулярным), поэтому для корректной 
постановки краевой задачи требуется введение нового нелокального по угло
вым переменным понятия следа, называемого сигма-следом; 

2) отсутствовали функциональные пространства и операторы преобра
зования, служащие для теоретического анализа соответствующих сингуляр
ных краевых задач. 

В работе вводятся и изучаются новые функциональные пространства, 
которые вне особой точки совпадают с пространствами типа Соболева-
Никольского-Бесова (см., например, работы С.ЛСоболева, В.П.Михайлова, 
О.А.Ладыженской). Также вводится понятие сигма-следа в особой точке. В 
работах В.В. Катрахова были изучены сингулярные эллиптические краевые 
задачи в областях евклидовых пространств с изолированными граничными 
точками, в которых решение может иметь особенности, которые нельзя даже 
отнести к степенным, поскольку они структурно совпадают с изолирован
ными особенностями аналитических или гармонических функций. В работах 
В.В. Катрахова и СВ. Киселевской аналогичные задачи рассмотрены в 
областях с угловыми точками и в областях на конусе. В представленной 
диссертации такие задачи рассматриваются в областях плоскости Лобачевско
го (пространстве с постоянной отрицательной кривизной). 

Практическая значимость работы. Геометрия Лобачевского с успехом 
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используется, например, в математическом анализе, в теории относитель
ности, в космологии, в теории гравитации, а также при изучении столкно
вений элементарных частиц и при исследовании ряда других вопросов теории 
ядра. Эллиптические краевые задачи для уравнения Пуассона относятся к 
классическим математическим моделям. Например, в электростатике особая 
точка моделирует точечный заряженный объект или в общем случае беско
нечную комбинацию мультиполей различных порядков; в гидродинамике 
особые точки - это истоки или стоки различных порядков и их комбинации; 
в задачах упругости и пластичности механики сплошных сред - сосредото
ченные нагрузки и т.д. 

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на 
1) систематически на семинаре кафедры математики и моделирования 

Владивостокского государственного университета экономики и сервиса под 
руководством д.э.н. доц. Л.С. Мазелиса; 

2) Дальневосточной математической школе-семинаре имени академика 
Е.В. Золотова (г.Владивосток, 2005, 2007); 

3) "Понтрягинских чтениях-ХѴИ" (г. Воронеж, 2006 г.); 
4) "VIII Международной конференции студентов, аспирантов и молодых 

ученых Интеллектуальный потенциал вузов - на развитие Дальневосточного 
региона России" (г. Владивосток, 2006 г.); 

5) объединённом научном семинаре ИПМ ДВО РАН под руководством 
чл.-корр. РАН Н.В.Кузнецова, чл.-корр. РАН В.Н.Дубинина, чл.-корр. РАН 
М.А. Гузева (г.Владивосток, 2007, 2009). 

Публикации Основные результаты диссертации опубликованы в 12 ра
ботах, список которых приведен в конце автореферата. Из совместных работ 
в диссертацию включены результаты, принадлежащие автору. 

Структура и объём работы. Диссертация изложена на 113 страницах 
компьютерного текста (набранного в системе Ш$£) и состоит из введения, 
трёх глав и списка литературы, включающего 119 наименований. 
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СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

Введение содержит обзор проблем и литературы по теме диссертации, 
описание исследованных в работе задач и полученных результатов. 

Первая глава состоит из четырех разделов. В первом из них изложены 
некоторые классические и новые результаты по теории операторов Лиувилля. 

о 

Через Сщ(0, со) обозначается множество функций из С°°(0, оо), равных нулю 

в окрестности оо, возможно, имеющих произвольную особенность в самой 
о 

точке 0. Через С°°[е,оо), где е > 0, обозначается множество функций, 
состоящее из бесконечно дифференцируемых на замкнутой полупрямой 

о 

[е,оо) функций, имеющих на ней компактный носитель, а через С^?[0,Я) 
о 

- множество "четных" функций, состоящих из всех функций / € С°°[0, R) 
таких, что £2 f c +7(0) = 0, к = 0,1,2, .... 

о 

На множестве С(^(0,оо) определён оператор Лиувилля Р по формулам 
оо 

/"/(г) = щ1(р- r)"-x/(p) dp, r > 0, 
Г 

если Re{fj) > 0; 
оо 

/"/(г) = (-Dri»+mf(r) = r ( m
1

+ / j ) {-Drj{p-vr+^f{p)dp, r > 0, 
г 

если Re(p)<0 и т € N таково, что m + Re(p)>0. Для введенных лиувиллевс-

ких операторов справедлива формула Ili(pD)f{r) = (rD — p)Il'f(r). Введен 

лиувиллевский оператор по гиперболическим косинусам JA — СІХЛ, А е 
С. Здесь С и Л - взаимнообратные вспомогательные операторы замены 

переменных, определяемые формулами С : / н-> (Cf)(r) = / ( c h ( r ) - l ) , r ̂  0, 

С - 1 = А : f i-> {Af){t) = j{axcch(t + 1)), t ̂  0. Доказана 

Лемма 1. Оператор J**, p. G С, взаимнооднозначно отображает 
о о 

на себя множество С^°[0,оо) и "сингулярное" пространство С^(0,оо) 

соответственно. При этом обратным к оператору З^ является оператор 
3_ІІ, причем при натуральных т оператор J~m является дифференцшлъ-
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ным оператором вида 

•'""'<••> - (sj£f)"'M = (ззм)" / (г ) = (щ^Т)ТНг% 

где J0 - тождественный оператор. Кроме того, они образуют коммута
тивную группу: ^ + л = J^J* = J* J1*. 

Во втором разделе первой главы изучаются свойства сингулярного диф
ференциального оператора ВѴ)/І, введенного на интервале (0, со) = R + и 
названного оператором Лежандра-Гегенбауэра. Он имеет вид 

В„„ = sh-2"(r)Dr(sh2"(r)tfr) - ^ + а 2 , " " 1 * -
8ha(r) 

= D* + 2vcth(r)Dr 
_ n 2 , o , . „ t l . M n ц{ц + 2ѵ-1) 

sh2(r) ' 
d где v, /І € C, DT = —. Отметим, что в приложении к основным уравнениям ах 

в пространстве Лобачевского И" параметр ^ описывается формулой ѵ — 
(п — 1)/2. Это означает, что и = 1/2 для Н2. В связи с этим в дальнейшем, 
считается, что ѵ > 0, а ц ^ 0. В алгебраических переменных оператор В„^ 
можно представить в виде 

B„j,/(t) =С ( f
2+2т+{2ѵ+т+1) д - ^ + ^ 1} 

-4/W-
В работе установлена следующая связь между операторами В„і/а и S^ = 
stfJ-i1, где ц е С: S ^ o / = B„,„S"/, / е Cg(0,oo). Введены операторы 
преобразования типа Сонина, обозначенные нами буквой S с различными 

верхними и нижними индексами, т.е. операторы вида 
1 Г°° 

s^m=W^j і {сЦр) ~ ch(r))1"f"_1 ^-"ШШР, 
о 

где / е С^(0, со), а также более общий оператор S*tfl = I'^^Sffi, и, 
наконец, оператор "нулевого" порядка S„tlt = I^'^S^. 

Доказано следующее соотношение для оператора Лежандра-Гегенбауэра: 

Вѵ,ц = sh* [Bu+l,fl + x(2i/ + x)\ sh_ x , где x = ц или н = 1 — ц — 2v. 
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Кроме того, в этом разделе доказаны следующие формулы: 

SS^f = (D2 - v2)S$J, f е С*(0, оо), 

thT"(r/2) [Dl+cth(r)Dr--^] t h ^ ( r / 2 ) = th^(r/2)Bhltth^(r/2) = 

th*"(r/2) \l%+ctb(r)Dr-^ t h ± " ( r / 2 )=Qi i i ? r g^£) r , где 

Q*{r) = ah(r)tb*»(r/2) = ^T^'/l]-

В третьем разделе первой главы выводится оценка норм операторов 
преобразования в естественных функциональных пространствах. Рассмотрен 
связанный с оператором преобразования SVJ1 вспомогательный оператор S\ , 

о 

действующий на множестве функций д 6 С°°(0,1) при А € N по формуле 
Sx9(r) = 0yD?fr

l(chp-chr)*-lg(p)shpdp, 
а при дробных А > 0 - по формуле 

^ff(r) = j$$$DlX] fr\t - г)*" 1 ( / / ( e h , - cht)^g(p)shpdp) dt = 

= r & S ) D ' A l /r19(P) s h P (/A* - rf'^hp - ch t )^ l d i ) dA 

где A = [A] — A', 0 < A' < 1, [A] € N. Доказана следующая лемма. 
Лемма 2. Для действительных значений А оператор S\ допускает 

о 

расширение по непрерывности из множества С00 (0,1) до ограниченного 
оператора, действующего из пространства L2,A(0, 1) в L^O, I), причем 
имеет место оценка вида ЦЗАЛІІ^ОД) ^ аЛ||/ІІі2,л(0,і)> где а > О некоторая 
абсолютная постоянная. 

Кроме того, получено следующее следствие для оператора S„tfi. 
Следствие 1. Оператор преобразования <S„i(J допускает расширение по 

о 

непрерывности из множества С°°(0, R) до ограниченного оператора, дейст

вующего из пространства Z/2,v(0, R) в пространство L?.(Q, R), где 0 < R < I, 

причем имеет место оценка вида ЦЗі/,р/||і,(о,д) ^ °"+''ІІ/ІІІ2,Л01д)> г^е а > 0-

некоторая абсолютная постоянная. 

Здесь и ниже через 1<2,а(0, R) обозначается весовое пространство с нормой 
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ІІ/МІІІлол s Н^И/ИІІ Ісол = /ofll/(OI2sh2a(r)dr. 
В четвертом разделе первой главы вводится оператор типа Пуассона, 

обратный к оператору преобразования типа Сонина 5* : 

Ѵ^ = sh" J-"-/«/H-*«-A = р^/-А . 
о 

Доказаны следующие предельные соотношения для функций / £ С°°[0, оо): 

при целом ц^ 0, ѵ^-\, ѵ + ц> \, и 

г=+0 

г=+0 

при ^ = \,ц = 0. 
Во второй главе изучаются сингулярные функциональные пространства, 

содержащие функции с существенными особенностями. Первый раздел носит 
вспомогательный характер, в нем рассматриваются функциональные прост
ранства Соболева-Никольского-Бесова для функций одной и двух леремен-

о 

ных. Обозначим через Н"(е, R), где целое s ^ O , 0 ^ е < Я < оо, обобщенное 
о 

замыкание класса функций С°°[е, R) в £г(е, R) п о норме 

ІІ/ІІ£.(£]Л) = ИО'Яысп) = р-*Яые,щ- (1) 
о 

Пространство H3(e,R) представляет собой один из вариантов пространств 
Соболева-Никольского-Бесова. 

о о 

Через Hfoc(0,R) обозначим обобщенное замыкание множества C^}(Q,R) 
ПО ТОПОЛОГИИ, п о р о ж д е н н о й СИСТемОЙ ПОЛуНОрМ p £ , s ( / ) = | | ^ в / ] | і 2 ( е , о о ) = 

о 

11/11 ° для любых 0 < е < R. Пространство Н{ос(0, R) является прост
ранством Фреше (полным счетно-нормируемым пространством). 

Считаем О, ограниченной областью в пространстве Н2 с гладкой границей 
9Q. Начало геодезической полярной системы координат помещаем в одну 
из точек П, в которой решение рассматриваемой далее задачи имеет сингу-
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лярность. Через QQ обозначена область П \ {О}, через іУгЯо - открытый 
геодезический круг радиуса 2До с центром в точке О , такой, что справедливо 
включение І/гЯо с О, где t/гло ~~ замыкание і/гло- При этом, не ограничивая 
общности, считается, что 2Яо ^ 1. 

Функциональное пространство Соболева-Никольского-Бесова HS(Q) при 
четном s ^ 0 определяется как обобщенное замыкание в лебеговом прост
ранстве іг(О) множества С°°(ІІ) бесконечно дифференцируемых в области 
П функций по норме 

ІІ/ІІІг.(П) = Н/ІІІ,(П) + І І Д ' / І і и - (2) 
Здесь \\f\\2

L ,т = /f i |/|2dfi, а оператор Д = Дн в геодезических полярных 

координатах г > 0,0 ^ ір ̂  2п имеет вид 
д2 д 1 д2 

о 

Пространство HS(Q) определяется как замыкание в Н"(0) множества 
С°°(П) С Я'(П). В Н*(П) используется норма ||/||2„# = ||Д-/ІІІ,(П). 
которую для круга £1 = UR, 0 < R < со, можно определить через разложение 
функций по угловым гармоникам: 

-ЕЕИдЛ L^(o,R) 

где 
оо dk ,2іг "" »t ЛИГ 

/fr v) = E E / М м > /*(r) = / /(r> ^')nV) <v-
Во втором разделе этой главы изучаются сингулярные функциональные 

о 

пространства функций одной переменной. Через С£°ДО, Я) обозначено мно
жество функций / , допускающих представление / = Тѵ,цд, в котором g e 
C°°[0,R), т.е. 6^,(0, Я) = V^C^R), а через С£+(0,Д) - множество 

о о 

функций вида sh' '(r)/(r), где / G С+[0, Я). Пространство Щ^{0,Я) для 
о 

целых s^O определяется как обобщённое замыкание множества (7^(0 ,Я) в 
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H{oc(0,R) no норме ІІЛІн°.д м ) = ^;\\Ds(S^f)\\uo,Rh где 

I|^,M/IU2(0,«) \\S^f\\l2(0,R) S^= SUP — = SUp -jjr . 
o?feLiA0,R) \U\\L,,A0,R) 0^/eC°° (o,R) "'WbAW) 

О 

При четных значениях s через #£)/i)+(0, R) обозначено обобщенное замыкание 
о о 

в #foc(0, R) множества функций / € С™+(0, R) по норме 

Щ. torn = И ^ ' С м ) = /e|Bt./(r)f (̂rjrfr. 
о 

Сингулярные решения краевой задачи лежат в пространстве Я* ДО, R), а 
о 

регулярные решения - в Hs
v „ +(0, Л). Доказано, что имеет место непрерывное 

о о 

включение Я ^ + ( 0 , Я ) С Я£м(0,Я) и справедлива оценка 
11/11° < 11/11° 
Далее определяется весовой аилг след функции /(г) при у ^ | , / І ̂  0 в 

точке г = 0 как предел 

<Ч,,/|г=о = lira стѴіМ(г)/(г). 

Здесь 

[ th2"+" - 1(r/2), еслиі/ + / і > і, 

, если і> = |,/* = 0. < ,̂м(г) = S 1 і г-;—гт-7—т^тг. если і/ = £ lln(l/th(r/2))' 2 

Справедлива следующая теорема о оѴІІ- следе. 
Теорема 1. Пусть 2и 6 N, ц G N0 = N U {0}, s ^ 2, Я € (0,1). Гог<?а 

о 

1) для любой функции f € Я* (0, Я) существует о~им-след в точке г = 0 

гі справедлива оценка 

где а > 0 - абсолютная постоянная, CS,I/,R *> 0 - тшстдолшшл, зйвисящия 

только от s, v, R; 
о 

2) для любой функции / £ #£,/j,+ (0>^) оѵ^-слсд в точке г = 0 
существует и равен пулю. 
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Результаты третьего раздела второй главы используются в четвертом 
разделе и в теории краевых задач, изучаемых в третьей главе. 

Введем для удобства сокращенные обозначения для уже определенных 
функциональных пространств, дифференциальных операторов, операторов 
преобразования, весовой функции и констант, полагая 

H\/2J0,R) = #*(0,R), СГдДО,R)=C™(0,R), #? /2,Мі+(0,Л)=Я<Л(0,Л), 

В\, = В„ = ^ + cth(r)D - з ^ , 5**" = s j 4 * Л , , ЕЕ 5„, 

В третьем разделе второй главы доказаны следующие леммы. 
Лемма 3. При ц € С базис линейного пространства решений однородного 

дифференциального уравнения В^и(г) = 0 составляют две функции: в 
случае ц ф 0 - функции th± '*(r/2), а в случае ц = 0 - функции 1 и In №,* ,2>. 

Лемма 4. Пусть функция f достаточно гладкая в некотором геодези
ческом круге UR \ {0} радиуса R > 0 с выколотым центром, например, 
принадлежит классу С°°([/д \ {С}). Тогда 

оо dk 

Дн/(г,ѵ>) = J ] £(£*/£)№'Ы- (3) 
fc=0 1=1 

Здесь fl(r) - коэффициенты Фурье разложения функции f no угловым 
гармоникам Yj:{<p), d* = 1, если к = 0 и d/. = 2,если к > 0. Этот ряд 
сходится абсолютно и равномерно вместе со всеми производными на любом 
компакте из Up \ {О}. 

Основным результатом этого раздела является 
Теорема 2. Любая гармоническая в геодезическом круге UR \ {0} 

радиуса R > 0 с выколотым центром функция и(г, ф) разлагается на два 
гармонических слагаемых: и = v+w. При этом "регулярная" (гармоническая 
во всем круге UR ) функция имеет вид 

оо dk 

»fov) = £ £ 4 t h k ( r / 2 ) n ' M . (4) 
lt=0 (=1 
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Здесь числовая последовательность {ак} такова, что ряд (4) сходится абсо
лютно и равномерно вместе со всеми производными на любом компакте 
из UR, а в остальном - произвольная, а "сингулярная" [гармоническая в 
UR \ {О}) функция определяется формулой 

.. оо 2 

™(г> V) = b l 1 п ^ТГЖ + Е Е b'k th-*(r/2)y,'(y), (5) >^ = blo1п 7UI71S + Е Е 6* tlT Ѵ/2)У*'И, 

где числовая последовательность Щ.} такова, что ряд (5) сходится абсо
лютно и равномерно вместе со всеми производными на любом компакте из 
UR \ {О}, а в остальном - произвольная. 

В четвертом разделе второй главы изучаются сингулярные функциональ-
о 

ные пространства для функций двух переменных. На множестве C°£[Q; оо) 

определена вспомогательная функция XR(T) = Х(д-), где х(г) = 1, если 
о 

О < г ^ 1, х(г) = О, если г ^ 2 . Через T°°(Qo) обозначено множество 
функций / G С°°(П\ {О}) таких что 

XRf(r,ip) = £ Ё х л ( г ) Л ( г ) П ' Н . 
k=Q 1=1 

о 

Здесь функции fj. таковы, что {shr)kf'k(r)xR(r) € С°°[0,2До). Натуральное 
число Jf= •%{!) с в о е Дл я каждой функции / . Для каждого четного s ^ О, 
каждого вещественного 0 < R < Щ и каждой функции X 6 X заданы на 
о 

Т°°(По) следующие нормы 
/XU) 4, \ * 

u/iu* - Е Е ы г Щ . а ѵ о
+ і к 1 - Х Я ) / І І 2 , . ( Щ • <6) 

\ *=о ;=і *ѵ' ' / 

Пространство #*ос(По)> состоит из функций / таких, что (1 - Хд)/ 6 Я в(0) 
при любом і? £ (0, Ro). Топология, определяемая семейством полунорм 
PsMf) = 11(1 - Хд)/||я'(П)іО < R < Ro, превращает #foc(ft0) в полное 
топологическое векторное пространство. 

Основное в работе пространство MS(QQ) определяется как обобщенное 
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замыкание по топологии, порожденной системой норм (6), пространства 
о 

Т ^ П о ) . Для введенных пространств доказана 
Теорема 3. Для любого s ^ 0 справедливо вложение 

Н°(П) с М°(По) С Я,80С(П0). 

Через Л(Ѳ) обозначается множество определенных на единичной окруж
ности Ѳ функций ф{ф), которые вещественно-аналитичны на Ѳ и для 
которых при каждом h £ (0,1) конечны нормы 

( оо dk \ г 

EEwiiv* • (7) 
fc=0 1=1 / 

где ф[ - коэффициенты разложения функции ф по гармоникам Y£. А(Ѳ) 
является полным счетно-нормируемым топологическим пространством. Для 

о 

функции / € Т°°(По) определяется ст-след с помощью формулы 

o-f\o= lim Г Z(r,<p)f(r,<p')dip', 

где ядро Е соответствующего интегрального оператора имеет вид 
Е(т иЛ = ± I 2 ^ ) c o s ( y - y Q - 2 r 2 ( r ) Ѵ^ \ 

Ѵ ' W 2тг \ \ - 2т(г)со8(¥> - <р')+т2(г) + \п{\/т{г))) ' 
Далее понятие ст-следа распространяется на функции / £ М*(По). 

Доказаны прямая и обратная теоремы о с т - следах, которые являются 
основными результатами второй главы. 

Теорема 4. [Прямая теорема о ст-следах] Пусть s ^ 2. Тогда для каждой 
функции f £ M"(Qo) существует а-след aj\o € А(Ѳ). При этом оператор 
f —> crf\o непрерывно отображает пространство Ms(Clo) в Л(Ѳ). 

Теорема 5. [Обратная теорема о сг-следах] Для любой функции ф £ А(&) 
существует функция f, гармоническая на всей плоскости И2 \ {0} с 
выколотой точкой О и принадлежащая пространствам М"(£1о) при любых 
s ^ 0, для которой ф является ее а-следом. При этом для любого R G 
(О, Ro) существует число h € (0,1) такое, что имеет место неравенство 

16 



ІІЛкд ^ 4ФѢ 
с постоянной О 0, не зависящей от выбора функции ф. 

В третьей главе изучается краевая задача 

Аи = f{x),х е 0,о,и\да= д{х),х € dQ,ои\0= ф(у),<р € Ѳ. (8) 

Поставленная краевая задача порождает оператор следующего вида: 

Л : и -» Ли = (Аи, и\да, о~и\о) • 

Определяется пространство Jts = Ms (f}p)x# s +5 (ѲО)хЛ(Ѳ) с топологией 

прямого произведения. Из результатов предыдущей главы следует 

Теорема 6. Оператор Л непрерывно отображает пространство 

Ms+2[$lo) в •dt* яри любых s ^ 0. 

Во втором разделе третьей главы доказаны прямая и обратная теорема о 
ст-следах для гармонических функций. 

Теорема 7. Для гармонической в По функции и существует а-след 
в точке О, который принадлежит пространству А(Ѳ). Обратно, для 
любой функции ф € А(Ѳ) существует единственная (с точностью до 
гармонической в окрестности О функции) гармоническая в По функция и, 
для которой аи\о = ф-

В терминах ст-следа дана классификация изолированных особых точек 
гармонических функций: С?-устранимая особая точка, если аи\о = 0; О-
особая точка типа полюса, если в разложении функции ф = аи\о в ряд по 
угловым гармоникам содержится конечное число слагаемых; в противном 
случае и имеет особенность типа существенной особой точки. Основным 
результатом второго раздела третьей главы является теорема единственности 
решения краевой задачи. 

Теорема 8. [Теорема единственности] Пусть f 6 М*(П0)> g е Н"+ЦдП), 
ф G А(Ѳ) и s ^ 0. Тогда у краевой задачи (8) существует не более одного 
решения в пространстве Ms+2(fio). 
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В третьем разделе проводится доказательство теоремы, которая вместе с 
теоремой 6 является основным результатом всей диссертации. 

Теорема 9. Оператор Л имеет обратный оператор Л - 1 , непрерывно 
отображающий пространство Ж8 на пространство Ms+2(Uo) nVu любых 
четных s ^ 0. 

Основные результаты диссертации 
1) Введены новые операторы преобразования, построенные с применением 

гиперболических функций, и изучены их свойства. 
2) Построены и исследованы новые функциональные пространства, кото

рые вне особой точки совпадают с пространствами типа Соболева-Николь-
ского-Весова. Эти функциональные пространства определяются и изучаются 
методом операторов преобразования. 

3) Для корректной постановки сингулярной краевой задачи определяется 
сигма - след в особой точке. Доказаны прямая и обратная теоремы о сигма-
следах. 

4) Сформулирована сингулярная краевая задача, которая определяется 
уравнением Пуассона, краевым условием на гладкой части границы области и 

, сигма-следом в особой точке. Доказана однозначная разрешимость поставлен
ной сингулярной краевой задачи. 
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