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ВВЕДЕНИЕ 

Развивающаяся экономика существенно повышает требования к каче-
ству подготовки выпускников экономических вузов. Для этого необходимо 
владеть современным инструментарием-методом обработки и анализа дан-
ных, основой которых являются математические дисциплины. 

Основными задачами изучения дисциплины «Высшая математика» 
являются не только изучение современного языка математики и озна-
комление с основными вычислительными приёмами, но и ознакомление 
с экономико-прикладными задачами курса. 

Предлагаемое учебное пособие знакомит студентов с основными 
разделами курса высшей математики, изучаемые на первом курсе как 
студентами дневной, так и заочной формы обучения. При отборе мате-
риала авторы исходили из требований Государственного образователь-
ного стандарта к учебной дисциплине «Высшая математика». 

Это разделы, рассматривающие методы построения графиков 
функций одной и двух переменных, нахождения безусловных и услов-
ных экстремумов, методы решения дифференциальных уравнений и 
необходимые для этого методы интегрирования. Важны также темы 
линейной алгебры, необходимые для построения многих экономических 
моделей. 

Должное внимание уделено темам, ориентированным на задачи 
экономического содержания (это применение понятия производной в 
экономике, определение кривой цены равновесия). 

В работе такого объема невозможно охватить подробно весь курс 
высшей математики, поэтому рассмотрена только теория, необходимая 
для решения контрольных заданий включенных в сборник «Контроль-
ные задания, для студентов экономических специальностей» этих же 
авторов. 

Пособие хотя и предназначено студентам-заочникам экономиче-
ских специальностей, но поможет всем самостоятельно изучающим ма-
тематику освоить теоретический материал, научиться решать задачи: 
пособие содержит достаточное количество подробно решенных приме-
ров и задач. Количество решенных примеров в каждой теме зависит от 
объема и сложности темы. При подборе примеров были использованы 
различные источники, в том числе широко известные задачники. 

Авторы надеются, что данное пособие поможет студентам в овла-
дении методами линейной алгебры, аналитической геометрии, матема-
тического анализа в самостоятельной работе над предметом.  

Список литературы поможет более подробно рассмотреть различ-
ные темы курса. 
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1. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ. МАТРИЦЫ 

1.1. Определители матриц 

Прежде всего, напомним определения перестановки и инверсии. 
Пусть E={1,2,…,n} – конечное множество из n элементов, в данном 

случае чисел 1,2,…,n. Элементы множества E можно записать в произ-
вольном порядке (i1,i2,…,in): полученный набор чисел называется пере-
становкой множества E или просто перестановкой. Всего из n элемен-
тов можно составить n! перестановок. Перестановка (1,2,3,…,n) называ-
ется главной и порядок расположения чисел в этой перестановке счита-
ется нормальным. Во всех перестановках, кроме главной, нормальный 
порядок распределения чисел нарушен. Пусть (i1,i2,…,in) – произвольная 
перестановка. Элементы αi и βi  образуют инверсию, если αi > βi  и αi  

стоит левее βi . Причем αi  и βi  не обязательно должны стоять рядом. 

Число пар ( αi , βi ) элементов перестановки, образующих инверсии, на-

зывается числом инверсий и обозначается inv(i1,i2,…,in). 
Пример 1. Найти число инверсий перестановки (3,1,4,2,6,5). 
Решение. Перед 1 стоит одно число 3 – одна инверсия. Вычеркивая 

единицу, получаем перестановку (3,4,2,6,5). Перед 2 стоят два числа: 
3,4 – две инверсии. Вычеркивая 2, получаем новую перестановку 
(3,4,6,5). В этой перестановке только 5 образует одну инверсию. Общее 
количество инверсий inv(3,1,4,2,6,5) = 4. 

Перестановка называется четной, если число ее инверсий четно, и 
нечетной – в противном случае. 

Пусть A – квадратная таблица n × n чисел, которую в дальнейшем 
назовем матрицей порядка n: 

А =  





















nn2n1n

n22221

n11211

a...aà

...............

à...àà

à...àà

  

Составим все возможные произведения элементов матрицы А, взя-
тых по одному в каждой строке и каждом столбце. Любое такое произ-
ведение записывается в виде 

n21 njj2j1 aaà ⋅⋅⋅ K , где ( )n21 j,...,j,j  некоторая 

перестановка вторых индексов. Сомножители в произведении составле-
ны так, что их первые индексы образуют естественный порядок. Следо-
вательно, таких произведений можно составить ровно n! 

Определителем (детерминантом) порядка n квадратной матрицы 
называется алгебраическая сумма n! слагаемых, составленная из все-
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возможных произведений 
n21 njj2j1 aaà ⋅⋅⋅ K , взятых со знаком ( ) ( )n21 j,...,j,jinv1− , 

где inv ( )n21 j,...,j,j  – число инверсий. 

Принято следующее обозначение определителя  

det A =

nn2n1n

n22221

n11211

a...aà

...............

à...àà

à...àà

= ∑ ( ) ( )n21 j,...,j,jinv1−
n21 njj2j1 aaà ⋅⋅⋅ K  (1) 

(сумма берется по всевозможным перестановкам ( )n21 j,...,j,j ). 

Рассмотрим некоторые частные случаи. При n=2 получается опре-
делитель второго порядка. Непосредственно из определителя получаем 
следующую формулу для вычисления определителя 2-го порядка: 

2221

1211

aa

aa
= 12212211 ààaà ⋅−⋅ .  

При n=3 получаем определитель третьего порядка: 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

= 322311332112312213133221312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −−−++  

Пример 2. 

104

210

421

− = −⋅⋅+⋅⋅+⋅−⋅ 4004221)1(1 4)1(4 ⋅−⋅ 120 ⋅⋅− 120 ⋅⋅− = 

=-1+16+16=31 
Таким образом, определители второго и третьего порядков удобно 

вычислять непосредственно по определению, используя полученные 
формулы. Однако для более высоких порядков такой способ вычисле-
ния определителя практически не приемлем, так как число слагаемых 
соответствующей алгебраической суммы становится слишком большим 
(так, при n=4 имеем 4!=24, при n=5 5!=120 и т.д.). 

Существует несколько эффективных способов вычисления опреде-
лителя более высоких порядков. Все они базируются на свойствах опре-
делителей. 

Свойства определителей 
1) определитель не изменится, если все его строки записать столб-

цами с теми же номерами (такая операция называется транспонирова-
нием); 
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2) если в определителе поменять местами две строки (два столбца), 
то определитель лишь изменит знак; 

3) определитель с двумя одинаковыми столбцами (строками) равен 
нулю; 

4) если все элементы одного столбца (строки) умножить на одно и 
то же число, то величина определителя тоже умножится на это число. 

Следствие 1. Множитель, общий всем элементам одного столбца 
(строки), можно вывести за знак определителя. 

Следствие 2. Определитель, в котором соответствующие элементы 
двух столбцов (строк) пропорциональны, равен нулю. 

5) если все элементы некоторого столбца (строки) равны нулю, то 
определитель равен нулю. 

6) величина определителя не изменится, если к элементам некото-
рого столбца (строки) прибавить элементы другого столбца (строки) 
умноженные на произвольное число. 

7) разложение определителя по элементам строки (столбца). 
Если в определителе порядка n вычеркнуть i-строку и j-столбец, на 

пересечении которых стоит элемент aij, то останется определитель по-
рядка n-1, который называется дополнительным минором элемента aij и 
обозначается Mij. Алгебраическим дополнением элемента  aij называется 
число ij

ji

ij M)1(A ⋅−= + . 

Теорема 1. Определитель равен сумме произведений элементов лю-
бой строки (любого столбца) на их алгебраические дополнения. 

nn2n1n

n22221

n11211

a...aà

...............

à...àà

à...àà

= inin2i2i1i1i Aa...AaAa ⋅++⋅+⋅ = njnjj2j2j1j1 Aa...AaAa ⋅++⋅+⋅  

Теорема 2. Сумма произведений элементов любой строки (любого 
столбца) на алгебраические дополнения элементов другой строки (дру-
гого столбца) равна нулю. 

jnin2j2i1j1i Aa...AaAa ⋅++⋅+⋅ = njnij2i2j1i1 Aa...AaAa ⋅++⋅+⋅ = 0  

при ji ≠ . 

Объединяя теоремы 1 и 2, можем записать 

∑
=

n

1k
jkik Aa =∑

=

n

1k
kjki Aa =





≠
=

.jiïðè0

,jiïðèAdet
 

Методы вычисления определителей 
1. Метод понижения порядка. Метод понижения порядка опреде-

лителя заключается в том, что, используя свойство 7, мы раскладываем 
его по элементам строки (столбца). Таким образом, вычисление опреде-
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лителя порядка n сводится к вычислению нескольких определителей 
порядка n-1. При этом полезно, используя свойство 6, обратить в нуль 
все элементы соответствующей строки (столбца), кроме одного. 

Пример 1. Вычислить 

3351

1102

4315

2113

−−
−
−−

−

 

Решение. Так как во втором столбце имеется уже один нуль, то, ис-
пользуя свойство 6, изменим этот столбец так, чтобы его второй и чет-
вертый элементы стали нулями. С этой целью первую строку вычтем из 
второй и, умноженную на 5, прибавим к четвертой. Полученный опре-
делитель разложим по элементам второго столбца: 

3351

1102

4315

2113

−−
−
−−

−

=

72016

1102

6408

2113

−
−
−−

−

= 1( ) 211 +−  

7216

112

648

−
−
−−

= –4 

728

111

322

−
−
−−

 =40 

Методы приведения к треугольному виду 
Используя свойство 6, определитель приводят к треугольному ви-

ду, т.е. обращают в нуль все его элементы, расположенные выше или 
ниже его главной диагонали, т.е. ниже элементов а11,а22,…,аnn. Получен-
ный определитель равен произведению диагональных элементов. 

Замечание. Если вместо главной диагонали рассмотреть побочную, 
то следует учитывать знак произведения. 

Пример 2. Вычислить определитель 

4222

2122

3842

2222

 

Решение. Вычтем первую строку из всех остальных, получаем: 

2000

0100

1620

2222

−
= 2)1(22 ⋅−⋅⋅ = -8 
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1.2. Действия над матрицами 

Матрицей называется прямоугольная таблица чисел, состоящая из n 
строк и m столбцов (размера n × m) 

А = 





















nm2n1n

m22221

m11211

a...aà

...............

à...àà

à...àà

. 

Произведением матрицы А={ }ija  на число α  называется матрица 

αА= { }ija⋅α , полученная из матрицы А умножением каждого ее эле-

мента на число α . 
Суммой двух матриц А= { }ija  и В={ }ijb  одинакового размера называ-

ется матрица С= { }ijc  такого же размера, каждый элемент которой равен 

сумме соответствующих элементов матриц А и В: 

cij = aij + bij 

Произведением двух матриц А и В называется матрица С ={ }skc , 

элементы которой вычисляются по формуле: 

csk = as1b1k + as2b2k +…+ aslblk 

Произведение матрицы размера n × l на матрицу размера l × n будет 
матрица размера m × n 

nmnllm CBA ××× =⋅  

Произведение матриц А и В определено лишь в том случае, когда 
число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В. 

Свойства операций над матрицами умножения матриц: 
1. ÀÂÂÀ ⋅≠⋅  – в общем случае умножения матриц некоммутативно. 
2. Ñ)ÂÀ()ÑÂ(À ⋅⋅=⋅⋅  – умножение матриц ассоциативно. 

3. ( ) AA
TT =  формула, связанная с транспонированием, следующая: 

TTT A*B)B*A( =  

4. ;ÑÀÂÀ)ÑÂ(À ⋅+⋅=+⋅ ÑÂÑÀÑ)ÂÀ( ⋅+⋅=⋅+  

5. А+В=В+А 
6. (А+В)+С=А+(В+С) 
7. А+О=О+А, где О – матрица той же размера, что и А, все элемен-

ты которой нули 
8. если А, В квадратные матрицы одного порядка, то 

det( ÂÀ ⋅ )=det ⋅À detB 
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Из формулы следует, что произведение не- вырожденных матриц 
есть матрица невырожденная. Невырожденной называется матрица, оп-
ределитель которой отличен от нуля. 

Обратная матрица. Пусть матрица А – квадратная и невырожден-
ная (detA≠0). Матрицей обратной по отношению к А называется такая 
матрица A–1,что EA*AA*A 11 == −− , где Е – единичная матрица того 

же порядка 





















=

100

010

001

Å

K

KKKK

K

K

 

Методы вычисления обратной матрицы 

1. Метод присоединенной матрицы. 
Обратная матрица вычисляется по формуле: 





















=−

nnn2n1

2n2212

1n2111

1

A...AA

............

A...AA

A...AA

*
Adet

1
A  

где Aij – алгебраические дополнения элементов заданной матрицы. 

Пример. Найти обратную матрицу матрице 
















−
=

312

400

164

A  

Решение. Вычислим detA=

312

400

164

−
=- ⋅4

12

64

−
=64 

Вычислим алгебраические дополнения элементов матрицы 

0A16A0A

16A10A8A

24A19A4A

332313

322212

312111

===
−===

=−==
 

Составим присоединенную матрицу 

















−
−=

01624

161019

084

A * , найдем 
















−
−

=
0160

16108

24194

A T* .  
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Тогда 
















−
−

⋅=−

0160

16108

24194

64

1
A 1 =























−

−

0
4

1
0

4

1

32

5

8

1
8

3

64

19

16

1

 

Проверка: 1A*A − = ⋅
















− 312

400

164























−

−

0
4

1
0

4

1

32

5

8

1
8

3

64

19

16

1

 = 

64

1

















−
⋅

312

400

164

















−
−

⋅
0160

16108

24194

 = 
64

1

















⋅
6400

0640

0064

 =
















100

010

001

 

Вывод: A–1 найдена верно, так как A * A –1 = E 
2. Метод элементарных преобразований. Элементарными преобра-

зованиями строк прямоугольной матрицы А называются преобразова-
ния следующих типов: 

• умножение любой строки на любое, отличное от нуля, число 
• прибавление одной троки, умноженное на любое число, к другой 

строке 
• перестановка строк. 
Теорема. Если элементарные преобразования строк, которыми дан-

ная невырожденная матрица А приводится к единичной матрице, в том 
же порядке применить к строкам единичной матрицы, то в результате 
получится обратная матрица A–1. 

Пример. Вычислить A–1, если А =
















−
−

−−

423

272

131

 

Решение. Выпишем матрицу, состоящую из заданной и единичной: 

B =
















−
−

−−

100

010

001

423

272

131

 

Над строками матрицы B производим элементарные преобразова-
ния до тех пор, пока в левой ее половине получится единичная матрица. 
Тогда справа от черты получим искомую обратную матрицу. 
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−
−

−−

100

010

001

423

272

131

 ⇒  
















−−

−−

103

012

001

1110

010

131

 ⇒  

















−−−

−−

11125

012

001

100

010

131

 ⇒  
















−

−−−−

11125

012

11126

100

010

131

 ⇒  

















−

−

11125

012

11432

100

010

001

; A–1=
















−

−

11125

012

11432

. 
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2. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ  

2.1. Решение систем линейных уравнений  
по правилу Крамера 

Рассмотрим систему n линейных уравнений с n неизвестными 













=+++

=+++
=+++

,bxa...xaxa

..............................................

,bxa...xaxa

,bxa...xaxa

nnnn22n11n

2nn2222121

1nn1212111

 (1) 

где x1, x2,…, xn – неизвестные системы, а aij – известные действитель-
ные числа, называемые коэффициентами системы, b1, b2,…, bn – извест-
ные действительные числа – свободные члены. Под решением этой 
системы будем понимать совокупность таких значений неизвестных x1, 
x2,…, xn, которые, будучи подставлены в систему, обращают в тождест-
во каждое уравнение. 

Если система имеет, по меньшей мере, одно решение, то она назы-
вается совместной, в противном случае – несовместной. 

Решение системы по правилу Крамера находится по формулам 

∆
∆= 1

1x ; ;x 2
2 ∆

∆= …; 
∆
∆= n

nx , 

где 

nn2n1n

n22221

n11211

a...aa

............

a...aa

a...aa

=∆  – определитель системы, 

причем ∆ ≠ 0. В противном случае правилу Крамера использовать нель-
зя. ∆1, ∆2, …, ∆n – определители, полученные из определителя системы 
заменой соответственного первого, второго и так далее столбцов столб-
цом свободных членов. 

Пример. Решить систему уравнений. 

2

1

1

x3

x

x

x8

x4

x

x2

x2

3

3

3

2

2

1

1

1

−=
=
=

−
−
−

−
+









 

Решение. Составляем и вычисляем ∆1, ∆2, ∆3, ∆. 
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20

381

142

102

−=
−−
−
−

=∆ ; 20

382

141

101

1 −=
−−−
−
−

=∆ ;  

0

321

112

112

2 =
−−
−
−

=∆ ; 20

281

142

102

3 −=
−−

=∆ . 

Составляем решение системы: 

∆
∆= 1

1x ; 1
20

20
x1 =

−
−= ; ;x 2

2 ∆
∆=  ;0

20

0
x2 =

−
=  ;x 3

3 ∆
∆=  .1

20

20
x3 =

−
−=  

2.2. Решение систем линейных уравнений  
матричным способом 

Введем следующие обозначения: 

матрица системы А =





















nn2n1n

n22221

n11211

a...aà

...............

à...àà

à...àà

; 

матрица неизвестных 





















=

n

2

1

x

x

x

X
M

; 

матрица свободных членов 





















=

n

2

1

b

b

b

B
M

. 

В этих обозначениях систему (1) можно записать в матричном виде 
A * X = B. 

Рассмотрим случай, когда det A ≠ 0. Тогда решение системы (1) 
имеет вид X = A–1 * B. 

2.3. Решение систем линейных уравнений методом Гаусса 

Суть метода Гаусса заключается в том, что путем последователь-
ных исключений неизвестных данная система преобразуется в эквива-
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лентную ей ступенчатую или треугольную систему (метод Гаусса мож-
но использовать и в общем случае, когда число неизвестных не совпада-
ет с числом уравнений). 

Пример 1. Решить методом Гаусса систему. 

21

1

20

7

x16

x

x14

x5

x11

x2

x8

x3

x5

x2

x6

x2

3

3

3

3

2

2

2

2

1

1

1

1

=
=
=
=

−
−

−
−

+
−
+
+













 

Решение. Составляем расширенную матрицу системы (матрицу из 
коэффициентов и свободных членов), отделив чертой столбец свобод-
ных членов. Оперируя со строками, приведем ее к матрице, имеющей 
под главной диагональю все элементы, равные нулю. 





















−
−−

−
−

21

1

20

7

16115

122

1486

532

→





















−
−

−
−
−

−

7

6

1

7

770

450

110

532

→





















−
−

−
−

−

0

1

1

7

000

100

110

532

. 

Не трудно по матрице воспроизвести систему, эквивалентную за-
данной (действия, которые были произведены со строками матрицы, 
соответствуют умножению уравнений системы на некоторые числа и их 
суммированию). Итак, получена следующая система: 









−
−

=
=
=

−
+
−

−
+

1

1

7

x

x

x5

x

x3x2

3

3

3

2

21

 

Из последнего уравнения x3 = 1, подставляем его во второе уравне-
ние, из которого получаем x2 = 2, подставляем x2 и x3 в первое, получа-
ем x1 = 3. 

Пример 2.  

Решить систему 

18

3

3

x8

x

x

x8

x

x

x5

x2

x

3

3

3

2

2

2

1

1

1

=
=
=

−
+
−

+
−
+









 

Решение. Составляем расширенную матрицу системы и приводим 
ее к треугольной или ступенчатой 

















−
−

−

18

3

3

885

112

111

 →  
















−
−

−
−

3

3

3

330

330

111

 →  
















−−
−

0

1

3

000

110

111
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По последней матрице воспроизводим систему: 





−=+−
=−+
1xx

3xxx

32

321  

Из второго уравнения x2 = x3 + 1; подставляем x2 в первое уравне-
ние, получаем x1 = 2. Итак, x1 = 2, x2=x3 + 1, где x3 – любое число. 
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3. РАНГ МАТРИЦЫ. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ  
СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

3.1. Линейная зависимость и линейная независимость  
столбцов или строк. Ранг матрицы 

Пусть 
















=

1n

21

11

1

a

a

a

a , 
















=

2

22

12

2

a

a

a

a ,…,
















=

nm

m2

m1

m

a

a

a

a  – это столбцы матрицы. 

Высота столбцов n. 
Пусть m21 ,...,, ααα  – числа, тогда выражение 

mm2211 a...aa ⋅α++⋅α+⋅α  называется линейной комбинацией столб-

цов. 
Столбцы называются линейно независимыми тогда и только тогда, 

когда линейная комбинация равна нулю, при всех α  равных нулю 
Столбцы называются линейно зависимыми в том случае, если ли-

нейная комбинация равна нулю не при всех α  равных нулю. 
Максимальное число линейно независимых столбцов матрицы А 

называется рангом этой матрицы и обозначается r(A). 
Справедливо следующее утверждение: наивысший порядок отлич-

ных от нуля миноров матрицы А равен рангу этой матрицы. Отметим 
также, что максимальное число линейно независимых строк всякой 
матрицы равно максимальному числу ее линейно независимых столб-
цов, т.е. равно рангу этой матрицы. 

Ранг матрицы можно вычислить несколькими способами. 
Первый способ: переходя от вычисления миноров меньших поряд-

ков к минорам высших порядков, определяется минор ∆ порядка k, от-
личный от нуля, далее вычисляется лишь миноры (k+1) порядка, окайм-
ляющие минор ∆. Если все они равны нулю, то ранг матрицы равен k. 

Этот способ носит название метода окаймляющих миноров. 
Так как при элементарных преобразованиях ранг матрицы не изме-

няется, рассмотрим следующий способ нахождения ранга матрицы. 
Второй способ. Над матрицей А выполняются элементарные пре-

образования, приводящие ее к трапецеидальному виду. Число ненуле-
вых строк в приведенной матрице, очевидно, будет равно максимально-
му числу линейно независимых столбцов матрицы А т.е. ее рангу. 

Пример. Определить ранг матрицы  
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А=





















−−−

−−

1714701

1613831

11132

54321

 

Решение. Сначала превращаем в нули все элементы первого столб-
ца матрицы А., кроме первого, вычитая первую строку из третьей и чет-
вертой, а из второй удвоенную первую. Получаем матрицу: 





















−−−−

−−−−

22181020

119510

119510

54321

 

Затем, прибавляя к третьей строке вторую, а из четвертой строки 
вычитаем удвоенную вторую, получаем матрицу 





















−−−−

00000

00000

119510

54321

, 

которая имеет две линейно независимые строки. Следовательно, ее 
ранг, как и ранг исходной матрицы А, равен двум. 

3.2. Нахождение базисного минора матрицы 

Минор порядка r матрицы А называется базисным, если он отличен 
от нуля, а все миноры (r+1)-го порядка равны нулю.  

У матрицы может быть несколько базисных миноров, но все они 
имеют один и тот же порядок, совпадающий с рангом матрицы А. Что-
бы найти базисный минор, с помощью элементарных преобразований 
приведем матрицу к трапецеидальному виду 





























••∗

•••∗
••••∗

00000

00000

00

0

KK

KKKKKKK

KK

KK

KKKKKKK

KK

KK
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где звездочкой отмечены ненулевые числа, а точкой произвольные чис-
ла. Тогда минор треугольного вида, у которого по диагонали звездочки, 
будет одним из базисных миноров. Необходимо знать на пересечении 
каких строк и столбцов исходной матрицы А расположен базисный ми-
нор. Для этого перед началом преобразований рядом со строками и 
столбцами матрицы А следует записывать их порядковые номера и пе-
реставлять эти номера одновременно с перестановкой соответствующих 
строк и столбцов. 

3.3. Общая теория систем линейных уравнений 

Рассмотрим общий случай системы m уравнений с n неизвестными: 













=+++

=+++
=+++

mnmn22m11m

2nn2222121

1nn1212111

bxa...xaxa

..............................................

bxa...xaxa

bxa...xaxa

, 

где число уравнений m не обязательно равно числу неизвестных n.  
Составим матрицу систем 

А=





















ααα

ααα
ααα

mn2m1m

n22221

n11211

K

KKKK

K

K

, 

которая состоит из коэффициентов при неизвестных системы, и расши-
ренную матрицу 

A*=





















ααα

ααα
ααα

m

2

1

mn2m1m

n22221

n11211

b

b

b

K

K

KKKK

K

K

, 

которая получается путем присоединения к матрице А столбца из сво-
бодных членов. 

Условие совместности системы можно сформулировать в виде сле-
дующей теоремы. 

Теорема Кронекера – Капелли. Система линейных уравнений со-
вместна тогда и только тогда, когда ранг матрицы А равен рангу расши-
ренной матрицы A*. 
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В случае совместности система имеет единственное решение, когда 
ранг матрицы r равен числу неизвестных, и бесконечное множество ре-
шений, когда этот ранг меньше числа неизвестных. 

Пример. Рассмотрим систему уравнений 

1

3

1

x3

x

x2

x

x

x2

x

x

x2

x2

x2

4

4

4

3

3

3

2

2

2

1

1

=
=
=

+
+

+

+
−

+









−
+

−  

Составим матрицы А и A* и вычислим их ранги 

А=
















−−−
3110

1112

2222

 →  
















3110

3110

2222

 →  
















0000

3110

2222

; 

A*=
















−−−
1

3

1

3110

1112

2222

 →  
















1

4

1

3110

3110

2222

 →  
















3

4

1

0000

3110

2222

. 

r(A) =2, а r(A*) =3. Следовательно, данная система линейных уравнений 
не совместна. 

3.4. Фундаментальная система решений  
однородной системы уравнений 

Если все свободные члены b1, b2,…, bm системы линейных уравне-
ний равны нулю, то система называется однородной и имеет вид 













=+++

=+++
=+++

.0xa...xaxa

..............................................

,0xa...xaxa

,0xa...xaxa

nmn22m11m

nn2222121

nn1212111

 

Каждое решение ( n21 ,...,, ααα ) системы уравнений можно рассмат-

ривать как n – мерный вектор-столбец. 





















α

α
α

=

n

2

1

X
M
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Совокупность решений однородной системы уравнений  





















α

α
α

=

n1

12

11

1X
M

, 





















α

α
α

=

n2

22

21

2X
M

, …, 





















α

α
α

=

kn

2k

1k

kX
M

 

называется фундаментальной системой решений, если она линейно 
независима и если любое решение X этой системы является линейной 
комбинацией решений X1, X2,…, XK: 

X = C1X1 + C2X2 +…+ CKXK, где C1, C2,…,CK – некоторые числовые 
коэффициенты. 

Теорема. Если ранг матрицы однородной системы уравнений 
равен r, то система имеет фундаментальную систему решений, состоя-
щую из (n-r) линейно-независимых решений. 

Покажем, как находить фундаментальную систему решений. 
Пусть r(A)=r, где А – матрица коэффициентов однородной систе-

мы, и предположим, что базисный минор стоит в левом верхнем углу 
матрицы А. Тогда, отбрасывая последние (n-r) уравнений системы (ко-
торые являются комбинацией первых r уравнений), получим следую-
щую систему решений: 













++−=++

++−=++
++−=++

++

++

++

).xa...xa(xa...xa

.....................

),xa...xa(xa...xa

),xa...xa(xa...xa

nrn1r1rrrrr11r

nn21r1r2rr2121

nn11r1r1rr1111

 (*) 

Неизвестные x1, x2,…,xr назовем базисные, а xr+1, …, xn независимыми 
или свободными. Из системы видно, что, придавая независимым неизвест-
ным различные значения, можно определить, используя, например, прави-
ло Крамера, соответствующие значения базисных неизвестных и тем са-
мым определить решение системы. Чтобы определить (n-r) линейно неза-
висимых решений, образующих фундаментальную систему, придадим не-
зависимым неизвестным следующие наборы значений 

 xy+1 xy+2 xr+3 … xn–1 xn 

1 набор 1 0 0 … 0 0 

2 набор 0 1 0 … 0 0 

… … … … … … … 

(n-r) 
набор 

0 0 0 … 0 1 
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Для каждого такого набора найдем из системы (*) соответствую-
щие значения базисных неизвестных ijα  и получим следующую фунда-

ментальную систему решений однородной системы уравнений: 
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α
α
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1
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M
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M

M

. 

Пример. Найти фундаментальную систему решений однородной 
системы 
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Решение. Не трудно проверить, что ранг матрицы системы r=2, 
причем определитель матрицы коэффициентов при неизвестных x2 и x3 
в первых двух уравнениях ≠ 0. Следовательно, третье уравнение можно 
отбросить, в качестве базисных неизвестных взять x2 и x3, а в качестве 
независимых x1 и x4. Систему запишем в виде 
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Полагая x1=1, x4=0, получим решение 





















=

0

0

1

1

Õ1  

Полагая x1=0, x4=1, получим второе решение 





















=

1

2

1

0

Õ2  

Решения X1 и X2 образуют фундаментальную систему решений. 
Общее решение X этой системы есть линейная комбинация решений X1 
и X2: 
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Х= ⋅1Ñ





















0

0

1

1

+C2*
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, где C1, C2 – произвольные числа. 

3.5. Общее решение неоднородной системы уравнений 

Рассмотрим снова неоднородную систему уравнений и соответст-
вующую ей однородную систему, т.е. 
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Предположим, что система уравнений (1) совместна, т.е. выполня-
ется условие теоремы Кронекера – Капелли, и пусть r – ранг матрицы 
коэффициентов этой системы. 

При отыскании общего решения системы уравнений (1) использу-
ют следующие результаты. 

Теорема. Если X1, X2, …, Xn–r фундаментальная система решений 
системы (2), а У любое решение системы (1), то 

rnrn2211 ÕÑ...ÕÑÕÑÓÕ −−++++=  является общим решением неодно-

родной системы (1), где C1, C2, …, Cn–r произвольные числовые коэффи-
циенты. 

Для определения частного решения У системы (1) поступаем сле-
дующим образом. 

Предположим, что базисный минор стоит в левом верхнем углу 
матрицы системы (1). Тогда эту систему можно представить в виде 
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 (3) 

Полагая xr+1 = xr+2 =… xn = 0 и решая систему (3) относительно неизвест-
ных x1, …, xr, например, по правилу Крамера, найдем решение системы (1): 
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Нахождение фундаментальной системы решений однородной сис-
темы уравнений (2) описано выше. 

Пример. Найти общее решение неоднородной системы уравнений 
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Решение. Поскольку r(A)=r(A*)=2, то фундаментальная система 
решений имеет вид 
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Систему уравнений можно привести к виду 
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Полагаем x1 = x4 = 0. Тогда х2=0, х3=1 и 
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общее решение запишем в виде X = Y + C1X1 + C2X2 = 
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c2 , где C1, C2 – произвольные постоянные. 
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3.6. Метод Жордана-Гаусса 

Жордановы исключения (Ж.И.) являются математическим аппара-
том для решения задач линейного программирования симплексным ме-
тодом. 

Рассмотрим систему линейных уравнений: 
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.bxa...xaxa
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;bxa...xaxa
;bxa...xaxa
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2nn2222121
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, 

где m ≠ n; m ≤ n. 
Ее можно записать в виде табл. 1. 

Таблица 1 

x1 x2 … xn bi 

a11 a12 … a1n b1 

… … … … … 

am1 am2 … amn bm 

 
Переменная xj называется разрешенной, если какое-нибудь уравне-

ние системы содержит xj с коэффициентом единица, а во все остальные 
уравнения переменная xj не входит. 

Если каждое уравнение системы содержит разрешенную перемен-
ную, то такую систему называют разрешенной. 

Не нарушая общности будем считать, что переменные x1, x2,…, xr,  
1 ≤ r ≤ m разрешенные, иначе их называют базисными, все остальные 
переменные называют свободными (r – ранг матрицы системы). Чтобы 
найти решение разрешенной системы, надо свободным переменным 
придать какие-нибудь значения и вычислить значение базисных пере-
менных. Разрешенная система всегда совместна и имеет бесчисленное 
множество решений. 

Общим решением совместной системы уравнений, где m ≤ n, назы-
вают равносильную ей разрешенную систему. Ее строят из исходной 
системы уравнений с помощью элементарных преобразований, под ко-
торыми понимаются следующие действия: 

1) вычеркивание уравнения, у которого все коэффициенты при не-
известных и свободный член равны нулю; 

2) умножение обеих частей какого-либо уравнения системы на чис-
ло, отличное от нуля; 
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3) замена i-го уравнения системы уравнением, которое получается 
путем прибавления к нему какого-нибудь другого уравнения, умножен-
ного на число. 

Элементарные преобразования переводят данную систему в систе-
му ей эквивалентную.  

Пусть дана система линейных уравнений, записанная в табличной 
форме. 

Таблица 2 

x1 x2 … xs … xj … xn … bi 

a11 a12 … a1s … a1j … a1n … b1 

a21 a22 … a2s … a2j … a2n … b2 

… … … … … … … … … … 

ak1 ak2 … aks … akj … akn … bk 

… … … … … … … … … … 

ai1 ai2 … ais … aij … aik … bi 

… … … … … … … … … … 

am1 am2 … ams … amj … amn … bm 
 

Возьмем любой отличный от нуля коэффициент aks ≠ 0 .  
Шагом Ж.И. с разрешающим элементом aks называется совокуп-

ность следующих преобразований над системой записанной в табл. 2:  

1) умножение k-й строки табл. 2 на число 
ksa

1 : 

Таблица 3 

x1 x2 … xs … xj … xn … bi 

a11 a12 … a1s … a1j … a1n … b1 

… … … … … … … … … … 

ês

1ê

à

à
 

ês

2k

a

a
 

… 1 … 

ês

kj

a

a
 

… 

ês

kn

a

a
 

… 

ês

k

a

b
 

… … … … … … … … … … 

ai1 ai2 … ais … aij … aik … bi 

… … … … … … … … … … 

am1 am2 … ams … amj … amn … bm 
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прибавление к первой строке табл. 3 ее k-й строки, умноженной на (–
a1s), прибавление ко второй строке k-й строки, умноженной на (–a2s) и 
т.д. После этих преобразований система (1) принимает вид: 

Таблица 4 

x1 x2 … xs … xj … xn … 
i'b  

11'a  12'a  … 0 … 
j1'a  … 

n1'a  … 
1'b  

… … … … … … … … … … 

1k'a  2k'a  … 1 … 
kj'a  … 

kn'a  … 
k'b  

… … … … … … … … … … 

1i'a  2i'a  … 0 … 
ij'a  … 

ik'a  … 
i'b  

… … … … … … … … … … 

1m'a  2m'a  … 0 … 
mj'a  … 

mn'a  … 
m'b  

 
В результате шага Ж.И. с элементом aks ≠ 0 получим систему (2), у ко-

торой переменная xs является разрешающей. Иначе, переменную xs исклю-
чили из всех уравнений, кроме k-го. Процесс последовательного исключе-
ния заканчивают после r шагов, где r – ранг матрицы системы. В результате 
получим разрешенную систему или общее решение системы (1). 

Шаги Ж.И. легко формализуются. Пусть aks ≠ 0 разрешающий эле-
мент в табл. 2. Тогда k-ю строку называют разрешающей, а s-й стол-
бец – разрешающим столбцом. Переход к таблице 4 можно осуществить 
следующим образом: 

1) в k-й строке табл. 4 записываем элементы разрешающей строки 
деленные на aks; 

2) в s-м столбце записываем нули, кроме 1'a ks = ; 

3) все остальные элементы табл. 4 вычисляются по формулам 

ks

kjisijks

ij a

aaaa
'a

⋅−⋅
= , n,1i  ,m,1i == . 

Пример. Решить систему уравнений:  









=+−+
=+−++

=+++−

.4xx3xx

;8x3x3xx3x

;6xxxxx
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54321

54321

. 
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Нахождение решения системы сведем в одну табл. 5. Разрешающие 
элементы на каждом шаге выделены жирным шрифтом. 

Таблица 5 

x1 x2 x3 x4 x5 bi 

1 
1 
1 

-1 
3 
1 

1 
1 
0 

-1 
-3 
3 

-1 
3 
1 

6 
8 
4 

0 
0 
1 

-2 
2 
1 

1 
1 
0 

2 
0 
-3 

-4 
2 
1 

2 
4 
4 

0 
0 
1 

0 
1 
0 

2 
1/2 
-1/2 

3 
0 
-3 

0 
1 
0 

6 
2 
2 

0 
0 
1 

0 
1 
0 

1 
0 
0 

1 
-1/2 
-1 

0 
1/2 
-5/2 

3 
1/2 
7/2 

 

Таким образом, общее решение будет: 

541
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2

1
x
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++=
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где x1, x2, x3 – базисные переменные; x4, x5 – свободные. 
Базисное решение системы получается при x4 = x5 = 0, т.е. 

3x,
2

1
x,

2

7
x 321 ===  или ( )0;0;3;21;27X 5

1 = . 

Чтобы найти другое базисное решение, достаточно сделать шаг 
Ж.И., например с элементом 1'a1 = . 

Тогда получим: 

x1 x2 x3 x4 x5 b 

0 0 1 1 0 3 

0 1 1/2 0 1 2 

1 0 5/2 0 3 11 

 
Общее решение имеет вид: x4 = 3 – x3; x2 = 2 – 1/2x3 –x5, 
x1 = 11 – 5/2x3 – 3x5, а базисное )0;3;0;2;11(X 5

2 = , где базисные пе-

ременные – x1, x2, x4, свободные x3, x4, т.е. в результате сделанного шага 
Ж.И. Переменные x3, x4 поменялись ролями. 
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3.7. Собственные числа и собственные векторы  
квадратной матрицы 

Действительным векторным пространством V называется множест-
во, состоящее из элементов, называемых векторами, в котором опреде-
лены операции сложения элементов и умножения элементов на дейст-
вительное число, удовлетворяющее следующим условиям: 

1. õóóõ +=+ ; 

2. )zó(xz)óõ( ++=++ ; 

3. Имеется нулевой вектор 0 для которого õ0õ =+  для любого 
вектора x; 

4. Для любого вектора õ  существует противоположный ему вектор 

ó  такой, что 0óõ =+ ; 

5. õõ1 =⋅ ; 

6. õ)()õ( αβ=⋅β⋅α ; 

7. õõõ)( β+α=⋅β+α ; 

8. óõ)óõ( α+α=+⋅α . 

Пусть V – действительное векторное пространство. Линейным опе-
ратором А, действующим в пространстве V, называется отображение 
пространства V в себя: )Vy,x(),x(Ay ∈= , удовлетворяющее условию 

)x(A)x(A)xx(A 2121 β+α=β+α  для любых векторов Vx,x 21 ∈  и лю-

бых действительных чисел βα,  

Для задания линейных операторов используют матрицы. Пусть 
e1,…,en – базис пространства V. Оператор А, действуя на базисные век-
торы, переводит их в некоторые векторы A(e1), A(e2),…,A(en).Разложим 
вновь полученные векторы по базису e1, e2,…,en: 
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Тогда матрица 





















=

nn2n1n

n22221
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À  называется матрицей ли-

нейного оператора А в базисе e1, …, en. Если изменится базис, то изме-
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нится и матрица линейного оператора. Вектор 0x ≠  называется собст-
венным вектором действительного линейного оператора А, если 

xxA λ= , где λ – некоторое действительное число, называемое собст-
венным числом или собственным значением оператора А. 

Линейный оператор может иметь несколько собственных значений 
и собственных векторов, которые находятся следующим образом. 

Равенство xxA λ=  перепишем в виде 0x)EA( =λ−  (здесь Е еди-

ничный оператор), или в матричной форме: 
















=
















λ− ⋅

0

...

0

x

...

x

)EA(

n

1

, где А – 

матрица оператора А, Е – единичная матрица. 
Матричное равенство эквивалентно следующей системе однород-

ных линейных уравнений относительно x1, …, xn: 













=λ−+++
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.0x)a(...xaxa
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;0xa...x)a(xa

;0xa...xax)a(

nnn22n11n
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Поскольку, согласно определению, собственный вектор отличен от 
нулевого, то система должна иметь ненулевое решение. А это возможно 
лишь тогда, когда определитель матрицы системы равен нулю, т.е. 

0

a...aa

............

a...aa

a...aa

)EAdet(

nn2n1n

n22221

n11211

=

λ−

λ−
λ−

=λ−  

Раскрывая определитель в левой части уравнения, получим уравне-
ние n-й степени относительно λ , называемое характеристическим. 

Таким образом, корни характеристического уравнения и только они 
являются собственными значениями матрицы А. 

Если собственные значения матрицы n1,...,λλ  определены, то подстав-

ляя их значения в систему, последовательно определим собственные векто-
ры u1, u2,…,un как линейно независимые решения однородной системы. 

Пример. Найти собственные значения и собственные векторы ли-
нейного оператора А, заданные в некотором базисе матрицей 

.

120

230

795

À
















−
−=   
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Решение. Составляем характеристическое уравнение матрицы А. 

0

120

230

795

)EAdet( =
λ−−

−λ−
λ−

=λ−  

Раскрывая определитель, получим уравнение: 
0)4)1()3(()5( =+λ−−⋅λ−⋅λ−  или 0)5()12( 2 =λ−⋅+λ−λ . Корни этого 

уравнения 5,1 32,1 =λ=λ  являются собственными значениями матрицы А. 

Для отыскания собственного вектора 

)u,u,u(u 321= ,соответствующего собственному значению 12,1 =λ , со-

ставим систему уравнений: 









=−
=−
=++

.0u2u2

;0u2u2

;0u7u9u4

32

32

321

 

Ранг матрицы этой системы равен 2, следовательно, из системы урав-
нений достаточно выписать два уравнения, например, первое и второе: 





=−
=++

.0u2u2

;0u7u9u4

32

321  

Затем находим u1 = –4u3, u2 = u3, где u3 – произвольная величина, 

отличная от нуля. 

Вектор )1;1;4(uu 3 −=  является решением данной однородной сис-

темы, т.е. вектор u – собственный вектор, отвечающий собственному 

значению 1. Для отыскания собственного вектора ),,,( 321 ννν=ν соот-

ветствующего собственному значению ,53 =λ   

Составим систему 








=ν−ν+ν
=ν−ν−ν
=ν++ν+ν

.0620

;0220

;0790

321

321

321

 

Эта система имеет решение 132 ,0ννν == -произвольное, отличное 

от нуля число, следовательно, вектор )0,0,1(1νν =  является собственным 

вектором, соответствующим собственному значению .53 =λ   
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4. ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ  
И АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 

4.1. Векторы 

Если заданы координаты двух точек M1(x1, y1, z1) и M2(x2, y2, z2), то 

вектор 21MM  имеет координаты (x2 – x1; y2 – y1; z2 – z1), модуль (длина) 

вектора 21MM  вычисляется по формуле 

( ) ( ) ( )2

12

2

12

2

1221 zzyyxxMM −+−+−= . По этой же формуле вычис-

ляется расстояние между точками M1 и M2.  

Скалярным произведением ba⋅  векторов a  и b  называется произ-
ведение длин этих векторов на косинус угла между ними: 

.cosbaba φ=⋅  

Отсюда, косинус угла между векторами a  и b  вычисляется по 
формуле: 

.
ba

ba
cos

⋅
⋅=φ  

Векторным произведением ba×  векторов a  и b  называется век-
тор ,c  обладающий следующими свойствами: 

1) длина вектора c  находится как произведение длин этих векто-

ров на синус угла между ними: φ=× sinbaba ;  

2) вектор c  перпендикулярен к плоскости параллелограмма, по-

строенного на векторах a  и b , т.е. перпендикулярен и к вектору a  и к 

вектору b ; 

3) векторы a , b  и c , взятые в указанном порядке, образуют пра-
вую тройку векторов. 

Это последнее условие значит, что наблюдатель, стоящий на плос-

кости векторов a  и b  так, что направление от его ног к голове совпада-
ет с направлением вектора c , видит кратчайшее вращение от направле-

ния a  к направлению b  совершающимся справа налево, т.е. против 
часовой стрелки. 
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Смешанным произведением abc векторов a , b  и c  называется 

скалярное произведение векторного произведения векторов a  и b  на 
вектор c : 

abc= ( ) cba ⋅× . 

Если заданы координаты векторов 

( ) ( ) ( )zyxzyxzyx c;c;cc,b;b;bb,;a;a;aa === , то скалярное, векторное и 

смешанное произведения векторов вычисляются, соответственно, по 
формулам: 

;

bbb

aaa

kji

ba;babababa

zyx

zyxzzyyxx =×++=⋅  

abc=

zyx

zyz

zyx

ccc

bbb

aaa

 

(здесь ( ) ( ) ( )1,0,0k,0,1,0j,0,0,1i === ). 

С помощью векторного произведения можно вычислить площадь 

параллелограмма, построенного на векторах a  и b : .ba
2

1
S ×=  

С помощью смешанного произведения векторов a , b  и c  можно 
вычислить объем параллелепипеда, построенного на этих векторах, как 

на ребрах: abcV = , или объем пирамиды, построенной на этих векто-

рах: abc
6

1
V = . 

4.2. Прямая на плоскости 

Вектор n  называется нормальным вектором прямой l, если ln ⊥ . 

Вектор l  называется направляющим вектором прямой l, если ll .  

Укажем основные уравнения прямой на плоскости и некоторые не-
обходимые формулы для решения задач. 

Теорема. Множество точек, координаты которых удовлетворяют 
уравнению Ax + By + C = 0, где А, В, и С – некоторые числа, причем А 
и В не равны нулю одновременно, – прямая. Обратно, каждая прямая l 
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задается уравнением вида: Ax + By + C = 0. Называется общим уравне-

нием прямой. Нормаль: ).B,A(n =  

Пусть ( )21 l,ll =  – направляющий вектор прямой l, точка M(x0, y0) 

лежит на прямой l. Тогда каноническое уравнение прямой l имеет вид: 

2

0

1

0

l

yy

l

xx −
=− . 

Пусть точки M0(x0, y0), M1(x1, y1) лежат на прямой l. Тогда уравне-
ние прямой l проходящей через две точки имеет вид: 

01

0

01

0

xx

yy

xx

xx

−
−

=
−
− . 

Пусть прямая l отсекает на осях Ox и Oy отрезки a и b, соответст-

венно. Тогда уравнение прямой l в отрезках имеет вид: 1
b

y

a

x =+ . 

Тангенс угла наклона прямой к положительному направлению оси 
Ox называется угловым коэффициентом прямой.  

Уравнение прямой с угловым коэффициентом k имеет вид: y=kx+b. 
Если прямые заданы общими уравнениями A1x + B1y + C1 = 0 и 

A2x + B2y + C2z = 0, то угол ϕ  между ними находится из формулы 

.
BABA

BBAA

nn

nn
cos

2
2

2
2

2
1

2
1

2121

21

21

++
+=

⋅
⋅=ϕ  

Условие перпендикулярности этих прямых имеет вид 

A1A2 + B1B2 = 0 
а условие их параллельности 

.
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A ≠=  

Уравнение прямой с заданным угловым коэффициентом и проходя-
щей через заданную точку. 

Пусть )yx(,l,tg 0,000 Μ∈Μα=κ , тогда уравнение прямой l имеет 

вид y – y0 = к(x – x0). 
Если прямые l1 и l2 заданы уравнениями y = к1x + b1 и y = к2x + b2, 

то при к1 = к2 прямые параллельны, а при 
1

2

1

κ
−=κ прямые перпендику-
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лярны. Тангенс угла ϕ  между прямыми l1 и l2 вычисляется по формуле: 

.
kk1

kk
tg)l,l(tg

21

12
21 +

−=ϕ=  

Расстояние d от точки M0(x0; y0) до прямой Ax+By+C=0 вычисляет-

ся по формуле .
BA

CByAx
d

22

00

+

++
=  

Координаты точки пересечения прямых A1x+B1y+C1=0 и 
A2x+B2y+C2=0 находятся как решение системы уравнений 





=++
=++

.0CyBxA

;0CyBxA

222

111  

Если точка C(x, y) делит отрезок АВ в отношение λ  )
ÑÂ

ÀÑ
( =λ , то 

координаты точки С находятся по формулам: ;
1

xx
x BA

c λ+
λ+=  

λ+
λ+

=
1

yy
y BA

c . 

Пример. Даны вершины А (10; 13), B(1; 1), C(13; 6) треугольника. 
Тогда: 

1. Длина стороны BС равна  

1316925144

)16()113()yy()xx(ÂÑ 222

BC

2

BC

==+=

=−+−=−+−=
 

2. Площадь треугольника вычисляется по формуле: ∆=∆ 2

1
S , где 

∆ ;9986185136013101696

6113

13110

111

yyy

xxx

111

321

321 =−=−−−++===  

тогда 5,4999*
2

1
S ==∆  кв. ед. 

3. Уравнение стороны ВС составляем как уравнение прямой, про-

ходящей через две заданные точки: .
yy

yy

xx

xx

BC

B

BC

B

−
−=

−
−

 Тогда уравнение 

прямой ВС будет иметь вид ,
16

1y

113

1x

−
−=

−
−

или 
5

1y

12

1x −=−
, или  

5(x–1)=12(y–1), или 5x–12y+7=0. 
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4. Уравнение высоты h, проведенной из вершины А к стороне ВС, 
составим как уравнение прямой, перпендикулярной прямой ВС: уравне-

ние прямой ВС имеет вид 5x–12y+7=0 или ;
12

7
x

12

5
y +=  

;
12

5
K BC =  тогда 

5

12

K

1
K

BC

h −=−=  и уравнение высоты h:  

y – yA = Kh(x – xA) или )10x(
5

12
13y −−=− , или 12x + 5y – 185 = 0. 

5. Длину высоты найдем как расстояние от точки А до прямой ВС: 

.
13

99

)12(5

713*1210*5
d

22
=

−+

+−
=   

6. Уравнение биссектрисы внутреннего угла В составим следую-
щим образом: если D-точка пересечения биссектрисы со стороной АС, 
то .BCABDCAD ÷=÷   

Но 
1522514481

)131()101()yy()xx(AB 222

AB

2

AB

==+=

=−+−=−+−=
  

|BC| = 13, тогда .
13

15

BC

AB
==λ  Так как известно отношение, в кото-

ром точка D делит отрезок АС, то координаты точки D определяются по 

формулам: 
λ+
λ+=

1

xx
x CA

D , 
λ+
λ+=

1

yy
y CA

D  или ,
28

325

13
15

1

13*
13

15
10

xD =
+

+
=  

,
28

259

13
15

1

6*
13

15
13

yD =
+

+
=  т.е. )

28

259
;

28

325
(D . Задача свелась к составлению 

уравнения прямой, проходящей через точки B и D: 
1

28
325

1x

1
28
259

1y

−

−=
−

−
, 

т.е. 7x–9y+2=0; 

7. 
BA*BC

BA*BC
Bcos = , где −BA*BC скалярное произведение векто-

ров BC  и ;BA  
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.ðàä54.0B,86.0
15*13

168
Bcos

;16812*59*12)12;9(*)5;12(BA*BC

=∠==

=+==
 

8. Систему неравенств, определяющую множество внутренних то-
чек треугольника найдем, подставив координаты точки A в уравнение 
прямой ВС, координаты точки В в уравнение прямой АС и координаты 
точки С в уравнение прямой АВ: уравнение прямой ВС имеет вид:  
5x–12y+7=0, следовательно, 5*10–12*13+7=57–156=-99<0; уравнение 

прямой АС имеет вид 
136

13y

1013

10x

−
−=

−
−

 или 7x+3y–109=0, следовательно, 

7*1+3*1–109=-99<0; уравнение прямой АВ имеет вид 
113

1y

110

1x

−
−=

−
−

 

или 4x–3y–1=0, следовательно, 4*13–3*6–1=52–19=33>0; система нера-
венств, определяющая множество внутренних точек треугольника имеет 
вид: 









>−−
<−+

<+−

.01y3x4

,0109y3x7

,07y12x5

  

4.3. Кривые второго порядка 

Окружностью называется геометрическое место точек плоскости, 
равноудаленных от одной точки, называемой центром окружности. 
Уравнение окружности с центром в точке (x0, y0) и радиуса r имеет вид 
(x – x0)

2 + (y – y0)
2 = r2 

Эллипсом называется геометрическое место точек плоскости, сумма 
расстояний которых до двух данных точек (фокусов) той же плоскости 
есть величина постоянная. Уравнение эллипса с центром в точке (x0; y0) 

и полуосями a и b имеет вид 1
b

)yy(

a

)xx(
2

0

2

2
0 =−+−

. 

Гиперболой называется геометрическое место точек плоскости, мо-
дуль разности расстояний которых до двух данных точек (фокусов) той 
же плоскости есть величина постоянная. Уравнение гиперболы с цен-
тром в точке (x0; y0) и полуосями a и b имеет вид: 

1
b

)yy(

a

)xx(
2

0

2

2
0 =−−± m  

Параболой называется геометрическое место точек плоскости, рав-
ноудаленных от данной точки (фокуса) и от данной прямой, не прохо-
дящей через эту точку (директрисы), расположенных в той же плоско-
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сти. Уравнение параболы с вершиной в точке (x0; y0) имеет вид  
(y – y0)

2 = 2p(x – x0) или (x – x0)
2 = 2p(y – y0) 

Пример. Составить уравнение линии, для которой сумма квадратов 
расстояний от точки линии до точек А(-5;3) и В(2; -4) равна 65. 

Решение. Пусть точка М(x; y) – текущая точка искомой линии, то-

гда, по условию, 65BMAM
22 =+ . 

.8)
2

1
y()

2

3
x(

,16)
2

1
y(2)

2

3
x(2

,11
2

1
)

4

1
yy(2

2

9
)

4

9
x3x(2

,11y2y2x6x2

,6516y8y4x4x9y6y25x10x

,65)4y()2x()3y()5x(

,)4y()2x(BM,)3y()5x(AM

22

22

22

22

2222

2222

422222

=+++

=+++

=−+++−++

=+++
=++++−++−+++

=++−+−++

++−=−++=

 

Искомая линия является окружностью с центром в точке )
2

1
;

2

3
( −−  

и радиуса .22r =  
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5. ФУНКЦИИ ОДНОЙ И ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

5.1. Определение функции 

Если каждому элементу Dx ∈  по определенному правилу f постав-
лен в соответствие единственный элемент y, то говорят, что задана 
функция y=f(x), где x называется независимой переменной или аргу-
ментом, множество D называется областью определения функции, а 
множество значений, принимаемых функцией f, называется областью 
ее значений (изменения) и обозначается буквой Е. 

Если функция y=f(x) осуществляет взаимно-однозначное отобра-
жение области D на область E, то можно однозначно выразить x через y: 
x=g(y). Последняя функция называется обратной по отношению к 
функции y=f(x). Для функции x=g(y) E является областью определения, 
а D-областью значений. Так как g(f(x))=x и f(g(y))=y, то функции y=f(x) 
и x=g(y)-взаимно обратные. Обратную функцию x=g(y) обычно перепи-
сывают в стандартном виде: y=g(x), поменяв x и y местами. 

Если функция u= )x(ϕ  определена на области D,G – ее область зна-

чений, функция y=f(u) определена на области G, то функция 
y=f( )x(F))x( =ϕ называется сложной функцией, составленной из функ-

ций f и ϕ , или функцией f от функции ϕ . Функцию y=f( ))x(ϕ  называ-

ют композицией двух функций y=f(u) и u= )x(ϕ . 

Функции вида y=f(x) называются явными. Уравнение вида F(x,y)=0 
также задает, вообще говоря, функциональную зависимость между x и y. 
В этом случае, по определению, y является неявной функцией x. На-
пример, уравнение y3 + x3 = 8 определяет y как неявную функцию от x. 

Графиком функции y=f(x) называется множество точек M(x, y) 
плоскости OXY, координаты которых удовлетворяют функциональной 
зависимости y=f(x). Графики взаимно обратных функций y=f(x) и y=g(x) 
симметричны относительно прямой y = x 

К основным элементарным функциям относятся пять классов 
функций: степенные, показательные, логарифмические, тригонометри-
ческие и обратные тригонометрические.  

5.2. Предел последовательности, предел функции 

Число x0 называется пределом последовательности x1, x2,…, xn,…  

0nn
xxlim =

∞→
 если для любого 0>ε  существует число )(NN ε=  та-

кое, что ε<− x0nx  при n > N. 
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Предел функции. Говорят, что функция A)x(f →  при 0xx →  (A и 

x0 – числа), или ,A)x(f
x

lim
0

x
=

→
если для любого 0>ε  существует 

0)( >εδ=δ  такое, что ε<− A)x(f  при .xx0 0 δ<−<   

Односторонние пределы. Если x < x0  и ,xx 0→  то это записывает-

ся так:  

)0x(f)x(flim 0
0xx 0

−=
−→

 

Если x > x0 и 0xx → , то )0x(f)x(flim 0
0xx 0

+=
−→

 

Числа )x(flim)0(f
0ax0x +→

=+  и )x(flim)0õ(f
0ax0 −→

=−  называются, соот-

ветственно, пределом слева функции f(x) в точке х0 и пределом справа 
функции f(x) в точке х0 (если эти числа существуют). 

Для существования предела функции f(x) при 0xx → необходимо и 

достаточно, чтобы имело место равенство ).0x(f)0x(f 00 +=−  

Если существуют )x(f
x

lim 1
x

0
→

 и ),x(f
x

lim 2
x

0
→

то имеют место следующие 

теоремы:  
1) [ ] );x(f

x
lim)x(f

x
lim)x(f)x(f

x
lim 2

x
1

x
21

x
000

→→→
+=+  

2) [ ] );x(f
x

lim)x(f
x

lim)x(f)x(f
x

lim 2
x

1
x

21
x

000
→→→

⋅=⋅  

3) x0 .0))x(f
x

lim( 2
x

0

≠
→

 

Частое применение находят следующие пределы:  

;1
x

sin
lim

0x
=

→
 

K71828,2e)a1(lim
x

1
1lim

1

0x

x

x 0

==+=






 + α

→∞→
 

При вычислении пределов полезно знать, что если существует и 
положителен ),x(flim

0xx→
то [ ] [ ].)x(flimln)x(flnlim

00 xxxx →→
= . 

Бесконечно малые. Если ,0)x(lim
0xx

=α
→

 т.е. если ε<)x(x0  при 

),(xx0 0 εδ<−<  то функция )x(α называется бесконечно малой при 

0xx → . Аналогично определяется бесконечно малая )x(α при .x ∞→  

Сумма и произведение ограниченного числа бесконечно малых при 

0xx →  есть также бесконечно малые при .ax →  
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Если )x(α  и )x(β  – бесконечно малые при 0xx →  и ,C
)x(

)x(
lim

0xx
=

β
α

→
 

где С – некоторое число, отличное от нуля, то функции )x(α и )x(β на-

зываются бесконечно малыми одного и того же порядка; если же С=0, 
то говорят, что функция )x(α  есть бесконечно малая высшего порядка 

по сравнению с )x(β . Функция )x(α  называется бесконечно малой по-

рядка n по сравнению с функцией )x(β , если [ ] ,C
)x(

)x(
lim nxx 0

=
β
α

→
 где 

.C0 +∞<<  

Если ,1
)x(

)x(
lim

0xx
=

β
α

→
 то функции )x(α и )x(β  называется равносиль-

ными (эквивалентными) бесконечно малыми при x → x0:  

).x(~)x( βα  

Например, при x → 0 имеем: x~)x1ln(;x~tgx;x~xsin + . Сумма 

двух бесконечно малых различных порядков равносильна тому из сла-
гаемых, порядок которого ниже. 

Предел отношения двух бесконечно малых не изменится, если чле-
ны отношения заменить равносильными им величинами. В силу этой 
теоремы при нахождении предела дроби  

,
)x(

)x(
lim

0xx β
α

→
 

где 0)x( →α и 0)x( →β при x → x0, в числителе и знаменателе дроби 

можно откидывать (или добавлять) бесконечно малые высших поряд-
ков, подобранные так, чтобы оставшиеся величины были прежними. 

Бесконечно большие. Если для любого сколь угодно большого числа N 
существует такое )N(δ , что при )N(xx0 0 δ<−< выполнено равенство 

|f(x)| > N,то функция f(x) называется бесконечно большой при x → x0. 
Аналогично определяется бесконечно большая f(x) при x → ∞. По-

добно тому, как это сделано для бесконечно малых, вводится понятие 
бесконечно больших различных порядков. 

5.3. Непрерывность функции в точке 

Функция y = f(x)называется непрерывной при x = x0  (в точке x0), если: 
1) функция f(x) определена в точке x0 и ее окрестности; 
2) существует конечный предел функции f(x) в точке x0; 
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3) этот предел равен значению функции в точке x0, т.е. 
).x(f)x(flim 0

0
xx

=
→

 

Если положить, x = x0 + ∆x то условие непрерывности будет равно-
сильно условию 

,0))x(f)xx(f(lim)x(flim 00
0x

0
0x

=−∆+=∆
→∆→∆

 

т.е. функция y = f(x) непрерывна в точке x0 тогда и только тогда, когда 
бесконечно малому приращению аргумента ∆x соответствует бесконеч-
но малое приращение функции ∆f(x0). 

Функция, непрерывная во всех точках некоторой области, называ-
ется непрерывной в этой области. 

5.4. Теоремы о непрерывных функциях 

Рассмотрим функции, непрерывные на отрезке. 
1. Основные элементарные функции непрерывны в области опреде-

ления. 
2. Сумма конечного числа непрерывных функций есть функция не-

прерывная. 
3. Произведение конечного числа непрерывных функций есть 

функция непрерывная. 
4. Частное от деления двух непрерывных функций есть функция, 

непрерывная во всех точках, в которых знаменатель не равен нулю. 
Следствие. Дробно-рациональная функция 

m
m10

n
n10

xbxbb
xaxaa

)x(R
+++
+++=

K

K
 непрерывная всюду, за исключением тех 

значений x, в которых знаменатель равен нулю.  
5. Непрерывная функция от непрерывной функции есть функция 

непрерывная. 
6. Теорема о непрерывной обратной функции. 
Если функция y=f(x) непрерывная и строго монотонна (строго воз-

растает или строго убывает) на промежутке [a, b], то существует одно-
значная обратная функция )y(x ϕ= , определенная на отрезке [f(a), f(b)], 

причем )y(x ϕ=  непрерывна и монотонна в том же смысле. 

5.5. Классификация точек разрыва функции 

Точка, в которой нарушается хотя бы одно из условий непрерывно-
сти функции, называется точкой разрыва этой функции. 



 42 

Точка x0 называется точкой разрыва 1-го рода (устранимого раз-
рыва функции) если )x(f)x(flim)x(flim 0xxxx 00

≠=
+− →→

 или, если f(x0) не суще-

ствует. 
Точка x0 разрыва функции f(x) называется точкой разрыва 1-го ро-

да (скачком), если существуют односторонние пределы функции 
);0x(f)x(flim 00xx 0

−=
−→

 ),0x(f)x(flim 00xx 0

+=
+→

 неравные между собой. 

Величина h = f(x0 + 0) – f(x0 – 0) называется скачком функции. 
Все остальные точки разрыва называются её точками разрыва 2-го 

рода. 
Замечание. Важное значение имеют точки бесконечного разрыва, 

для которых существуют односторонние пределы и хотя бы один из них 
является бесконечным. В этом случае прямая x = x0 называется верти-
кальной асимптотой графика функции y=f(x). 

Функция, допускающая на отрезке лишь конечное число точек раз-
рыва 1-го рода, называется кусочно-непрерывной на этом отрезке (в 
точках разрыва функция может быть не определена). 

Пример. Исследовать данную функцию на непрерывность и по-
строить ее график: 









+∞<<−
≤<−

≤<∞−
=

x2åñëè,x5

2x0åñëè,)1x(

0xåñëè,x

)x(f 2

2

 

Решение. Функция f(x) определена и непрерывна на интервалах  
(–∞, 0), (0; 2) и (2; +∞) где она задана непрерывными элементарными 
функциями. Следовательно, разрыв возможен только в точках x1 = 0 и 
x2 = 2. Для точки x1 = 0 имеем:  

,0xlim)x(flim 2

00x00x
==

−→−→
 ,1)1x(lim)x(flim 2

00x00x
=−=

+→+→
 ,0x)0(f

0x

2 ==
=

 

т.е. функция f(x) в точке x1 = 0 имеет разрыв первого рода. 
Для точки x2 = 2 находим: 

,1)1x()2(f

,3)x5(lim)x(flim

,1)1x(lim)x(flim

2x

2

02x02x

2

02x02x

=−=

=−=

=−=

=

+→+→

−→−→

 

т.е. в точке x2 = 2 функция также имеет разрыв первого рода. 
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5.6. Производная и дифференциал 

Производной функции y=f(x) в точке x называется предел отноше-
ния приращения функции к приращению аргумента, когда приращение 
аргумента стремится к нулю: 

x

)x(f)xx(f
lim)x(f

0x ∆
−∆+

=′
→∆

  

или  

.
x

)x(f)xx(f
lim

dx
dy

0x ∆
−∆+=

→∆
  

Функция, имеющая конечную производную, называется дифферен-
цируемой. Операция нахождения производной называется дифференци-
рованием.  

Если u, v, w – дифференцируемые функции от x, а с – постоянная 
величина, то имеют место следующие основные правила дифференци-
рования:  

0ñ =′  (c – const); 

;wvu)wvu( ′+′−′=+−  

;vuvu)uv( ′+′=′  

;
c

u

c

u ′
=

′








 .

v
vuvu

v
u

2

′−′
=

′
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Если приращение функции у = f(x) от независимой переменной х 
может быть представлено в виде ),dx(odx)x(Ay +⋅=∆  где dx = ∆x, то 

линейная часть этого приращения называется дифференциалом функ-
ции у: dy=A(x)dx. 

Для существования дифференциала функции у =f(x) необходимо и 
достаточно, чтобы существовала конечная производная /y = /f (x) при-

чем имеем: dy= /y dx. 

Формула сохраняет свою силу и в том случае, если переменная х 
является функцией от новой независимой переменной (свойство инва-
риантности первого дифференциала). 

5.7. Таблица производных основных  
элементарных функций 

( ) ;xx 1−αα ⋅α=  ;
x2

1
)x(

⋅
=′  

;
x
1

x
1

2
−=

′








 ;1x x =′  
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2
=′  ;

xsin
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)ctgx(
2

−=′  

;alna)a( xx =′  ;
x1

1
)x(arcsin

2−
=′  

;e)e( xx =′  ;
x1

1
)x(arccos

2−
−=′  

;
alnx

1
elog

x

1
)x(log aa ==′  ;

x1

1
)arctgx(

2+
=′  

.
x

1
)x(ln =′  .

x1

1
)arcctgx(

2+
−=′  

 

5.8. Производная сложной функции 

Если у=f(z) и )x(z ϕ=  – дифференцируемые функции своих аргу-

ментов, то производная сложной функции [ ])x(fó ϕ= существует и рав-

на произведению производной данной функции у по промежуточному 



 45 

аргументу z на производную промежуточного аргумента z по независи-
мой переменной x: 

zóó xxx ′⋅′=′  или .
dx
dz

dz
dó

dx
dó ⋅=  

В частности, предыдущие формулы примут вид: 

( ) ;zzsin)z(cos;zzcos)z(sin;z
z2

1
)z(;zzz 1 ′⋅−=′′⋅=′′⋅

⋅
=′′⋅⋅α=′ −αα  

.z
zsin

1
)ctgz(;z

zcos
1

)tgz(
22

′⋅−=′′⋅=′  и т.д.  

Примеры: 
1. .xsinx3x3xsin)x()x(cos)x(cos 3223

x
33

x
3 −=⋅−=′⋅′=′  

2. 2x4xy 2 ++=  

.
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2x4x2

4x2
y

22x

++
+=
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+=′  

3. .xsinxy 222=  

).x2sinxx(sinx2x2sinx2xsinx2

x2xcosxsin2xxsinx2)x(sinxxsin)x()xsinx(y
22222322

22222222222222
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4. .x2sinexcosxsin2e)x(sine)e( xsinxsin2xsinxsin 2222

⋅=⋅⋅=′⋅=′  

5. .x1xarcsiny 2−+=  
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x1
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x1

x1

x
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1

)x1(
x12
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Логарифмической производной функции y = f(x) называется произ-
водная от логарифма этой функции, т.е.  

).x(f/)x(f))x(f(ln ′=′  

Последовательное применение логарифмирования и дифференци-
рования функций называют логарифмическим дифференцированием. В 
некоторых случаях предварительное логарифмирование функции упро-
щает нахождение ее производной. Например, при нахождении произ-
водной функции ,uy v=  где u = u(x) и v = v(x) предварительное лога-

рифмирование приводит к формуле 

.uvuvulnuy 1vv ′⋅+′⋅=′ −  
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Если зависимость между переменными y и x задана в неявном виде 
уравнением F(x, y) = 0 то для нахождения производной xyy ′=′  в про-

стейших случаях достаточно продифференцировать обе части уравне-
ния F(x, y) = 0 считая y  функцией от x, и из полученного уравнения, 

линейного относительно y′ , найти производную. 

Пример. Найти производную функции y′ , если x3 + y3 – 3xy = 0. 

Дифференцируем обе части данного уравнения, считая y функцией 
от x: 

.0yx3y3yy3x3 22 =′−−′+  

Отсюда находим 

).y3x3/()y3x3(y 22 −−=′  

5.9. Производные высших порядков 

Производной второго порядка или второй производной функции 
y = f(x) называется производная от ее первой производной, т.е. .)y( ′′  

Обозначается вторая производная одним из следующих символов: 

,y ′′  ),x(f ′′  .
dx

yd
2

2

 Если s = s(t) – закон прямолинейного движения матери-

альной точки, то 
dt

ds
s =′  – скорость, а 

2

2

dt

sd
s =′′  – ускорение этой точки. 

Если зависимость функции y от аргумента x задана в параметриче-
ском виде уравнениями x = x(t), y = y(t) то:  

,
)t(x

)t(y

dx

dy
′
′

=  ,
x

1
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dt

d

dx

yd
2

2

′
⋅








′
′

=  

где штрих обозначает производную по t. 
Производной n-го порядка функции y = f(x) называется производная от 

производной (n-1)-го порядка данной функции. Для n-й производной упот-

ребляются следующие обозначения: y(n), f(n)(x), .
dx

yd
n

n

 Таким образом,  

.
dx

dy
)y(y

)1n(
)1n()n(

−
− =′=  

Пример 1. Найти производную второго порядка функции 

).axxln(y 22 ++=  



 47 

Решение:  
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Пример 2. Вычислить значения первой и второй производных 
функции y = (2x – 1)4 в точках x1 = 1, x2 = –1. 

Решение: 
Находим первую производную: .)1x2(8y 3−=′  При x = 1 имеем 

,8)1(y =′  а при x = –1 .216)1(y −=−′  

Далее, 2)1x2(48y −=′′ , 48)1(y =′′ , .432)1(y =−′′  

5.10. Исследование поведения функций  
и построение их графиков 

Одной из важнейших прикладных задач дифференциального ис-
числения является разработка общих приемов исследования поведения 
функций. 

Функция y = f(x) называется возрастающей (убывающей) в неко-
тором интервале, если большему значению аргумента из этого интер-
вала соответствует большее (меньшее) значение функции, т.е. при 
x1 < x2 выполняется неравенство f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)). 

Перечислим признаки возрастания (убывания) функции. 
1. Если дифференцируемая функция y = f(x) на отрезке [a, b] воз-

растает (убывает), то ее производная на этом отрезке положительна (от-
рицательна), т.е. ).0)x(f(0)x(f <′>′   

2. Если непрерывная на отрезке [a, b]и дифференцируемая внутри 
него функция имеет положительную (отрицательную)производную, то 
она возрастает (убывает) на этом отрезке. 

Функция y = f(x) называется неубывающей (невозрастающей) в не-
котором интервале, если для любых x1 < x2 из этого интервала 
f(x1) ≤ f(x2) (f(x1) ≥ f(x2)). 

Интервалы, в которых функция убывает или возрастает, называются 
интервалами монотонности функции. Характер монотонности функции 
может изменяться только в тех точках ее области определения, в которых 
меняется знак первой производной. Точки, в которых первая производная 
обращается в нуль или терпит разрыв, называются критическими. 
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Точка x1 называется точкой локального максимума функции 
y = f(x), если для любых достаточно малых |∆x| ≠ 0 выполняется нера-
венство f(x1 + ∆x) < f(x1). Точка x2 называется точкой локального мини-
мума функции y = f(x), если для любых достаточно малых 
|∆x| ≠ 0справедливо неравенство f(x2 + ∆x) > f(x2). Точки максимума и 
минимума называют точками экстремума функции, а максимумы и 
минимумы функции – ее экстремальными значениями.  

Теорема 1. (необходимый признак локального экстремума). Если 
функция y = f(x) имеет в точке x = x0 экстремум, то либо ,0)x(f 0 =′  ли-

бо )x(f 0
′  не существует. 

В точках экстремума дифференцируемой функции касательная к ее 
графику параллельна оси Ох. 

Для отыскания экстремумов функции поступают следующим обра-
зом: находят все критические точки, а затем исследуют каждую из них 
(в отдельности) с целью выяснения, будет ли в этой точке максимум или 
минимум, или же экстремума в них нет. 

Теорема 2. (первый достаточный признак локального экстремума). 
Пусть функция y = f(x)непрерывна в некотором интервале, содержащем 
критическую точку x = x0и дифференцируема во всех точках этого ин-
тервала (кроме, может быть, самой точки x0). Если )x(f ′  при x < x0 от-

рицательна, а при x → x0 )x(f ′  положительна, то при x = x0 функция 

y = f(x) имеет минимум. Если же )x(f ′  при x < x0 положительна, а при 

x > x0 отрицательна, то при x = x0 данная функция имеет максимум. 
Следует иметь в виду, что указанные неравенства должны выпол-

няться в достаточно малой окрестности критической точки x = x0. 
Теорема 3 (второй достаточный признак локального экстремума 

функции). Пусть функция y = f(x) дважды дифференцируема и 
.0)x(f 0 =′  Тогда в точке x = x0 функция имеет локальный максимум, 

если ,0)x(f 0 <′′ и локальный минимум, если .0)x(f 0 >′′  

В случае, когда 0)x(f 0 =′′ , то точка x = x0 может и не быть экстре-

мальной. 
Теорема Вейерштрасса. 
Непрерывная на отрезке [a, b] функция y = f(x) может достигать наи-

меньшего (yнаим) или наибольшего (yнаиб) значении либо в критических точ-
ках функции, лежащих в интервале (a, b), либо на концах отрезка [a, b]. 

Кривая, заданная функцией y = f(x), называется выпуклой в интер-
вале (a, b), если все ее точки кривой лежат не выше любой ее касатель-
ной в этом интервале, и вогнутой в интервале (a, b), если все ее точки 
лежат не ниже любой ее касательной в этом интервале. 

Точка кривой M(x0, f(x0)), отделяющая выпуклую ее часть от вогну-
той, называется точкой перегиба кривой. Предполагается, что в точке M 
существует касательная. 
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Теорема 4 (достаточное условие выпуклости (вогнутости) графика 
функции). Если во всех точках интервала (a, b) вторая производная 
функции y = f(x) отрицательна (положительна), т.е. )0)x(f(0)x(f >′′<′′ , 

то кривая y = f(x) в этом интервале выпукла (вогнута). 
В точке перегиба, отделяющей промежуток выпуклости от проме-

жутка вогнутости, вторая производная функции изменяет свой знак, 
поэтому в таких точках вторая производная функции или обращается в 
нуль, или не существует. 

Теорема 5 (достаточный признак существования точки перегиба). 
Если в точке x = x0 0)x(f 0 =′′  или )x(f 0

′′  не существует и при переходе 

через эту точку производная )x(f ′′  меняет знак, то точка с абсциссой 

x = x0 кривой y = f(x) – точка перегиба. 
Прямая L называется асимптотой данной кривой y = f(x), если рас-

стояние от точки M кривой до прямой L при удалении точки M в беско-
нечность стремится к нулю. Из определения следует, что асимптоты 
могут существовать только у кривых, имеющих сколь угодно далекие 
точки («неограниченные» кривые).  

Если существуют числа ),n,1i(xx i ==  при которых ,)x(flim
ixx

±∞=
→

 

т.е. функция имеет бесконечные разрывы, то прямые x = xi называются 
вертикальными асимптотами кривой y = f(x). Если существуют преде-

лы ),kx)x(f(limb,
x

)x(f
limk

xx
−==

±∞→±∞→
то прямые y = kx + b – наклонные 

асимптоты кривой y = f(x) (при k = 0 – горизонтальные). При ±∞→x  
можем прийти к двум значениям для k. Если имеем одно значение для k, 
то при ±∞→x  можем получить два значения для b. 

5.11. Схема полного исследования функции  
и построение ее графика 

Для полного исследования функции и построения ее графика мож-
но рекомендовать следующую примерную схему: 

1. Указать область определения функции. 
2. Найти точки разрыва функции, точки пересечения ее графика с 

осями координат и вертикальные асимптоты (если они существуют). 
3. Установить наличие или отсутствие четности, нечетности, пе-

риодичности функции. 
4. Исследовать функцию на монотонность и экстремум. 
5. Определить интервалы выпуклости и вогнутости, точки перегиба. 
6. Найти невертикальные асимптоты графика функции. 
7. Произвести необходимые дополнительные вычисления. 
8. Построить график функции. 
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Пример. Провести полное исследование функции 3 2x)3x(y += и 

построить ее график. 
Воспользуемся рекомендуемой схемой. 
1. Данная функция определена для всех Rx ∈ . 
2. Функция не имеет точек разрыва и, следовательно, график не 

имеет вертикальных асимптот и пересекает ось Ох при x = –3 и x = 0, а 
ось Оу – при y = 0. 

3. Функция не является четной, нечетной, периодической. 
4. Находим производную функции: 

;
)3x(x

2x
)x(f

3 2+
+=′  

0)x(f =′  при x1 = –2 и не существует в точках x2 = –3, x3 = 0. Эти 

точки разбивают область определения функции на интервалы  
(–∞, 3), (–3, –2), (–3, –2), (–2, 0), (0, +∞). Внутри каждого из полученных 
интервалов сохраняется знак производной, а именно: 0)x(f >′  в интер-

валах (–∞, 3), (–3, –2), (0, +∞) и 0)x(f <′  в (–2, 0). Это означает, что 

функция возрастает в интервале (–∞, –2), убывает в интервале (–2, 0)и 
возрастает в интервале (0, +∞). Так как в окрестности точки x1 = –2 знак 
первой производной при увеличении x изменяется с «+» на «–», то x1 = –2 

является точкой максимума, 3
max 4y = . Для точки x3 = 0 знак первой 

производной изменяется с «–» на «+», т.е. x3 = 0 – точка минимума, 
ymin = y(0) = 0. В точке x2 = –3 функция не имеет экстремума, тат как в ее 
окрестности )x(f ′ не меняет знака. 

5. Находим вторую производную: 

,
)3x(x

2
)x(f

3 54 +
−=′′  которая не равна нулю для любого конечного 

x. Поэтому точками перегиба могут быть только те точки кривой, в ко-
торых вторая производная не существует, т.е. x2 = –3 и x3 = 0. Опреде-
лим знак y ′′  в каждом из интервалов, на которые найденные точки раз-

бивают область определения функции: 0)x(f >′′  при ( )3;x −∞−∈ , следо-

вательно, кривая при ( )3;x −∞−∈  вогнута; 0)x(f <′  при 

);0()0;3(x +∞∪−∈ , следовательно, на промежутках (–3; 0) и (0; +∞) кри-

вая выпукла. Так как в окрестности точки x2 = –3 вторая производная меня-
ет знак, то точка M(–3; 0) является точкой перегиба. Точка x3 = 0 не являет-
ся точкой перегиба, так как в ее окрестности знак )x(f ′′ не меняется. 

6. Вертикальных асимптот нет, так как данная функция не имеет бес-
конечных разрывов. График функции имеет невертикальную асимптоту 
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y = kx + b, если существуют пределы для k и b, указанные в правиле нахож-
дения наклонной асимптоты. Вычислим их для данной функции: 

.1
1x/31x/9x/61

3
lim

xx)3x(xx)3x(

x3
lim

xx)3x(xx)3x(

xx)3x(
lim

xx)3x(xx)3x(

)xx)3x(xx)3x()(xx)3x((
lim

)xx)3x((lim)kxy(limb

,1
x

3
1lim

x

x)3x(
lim

x

y
limk

33 2x

23 23 42

2

x

23 23 42

32

x

23 23 42

23 23 423 2

x

3 2

xx

3
x

3 2

xx

=
+++++

=

=
++++

=

++++
−+=

=
++++

++++−+
=

=−+=−=

=+=
+

==

±∞→

±∞→

±∞→

±∞→

±∞→±∞→

±∞→±∞→±∞→

 

Получили уравнение наклонной асимптоты: y = x + 1. 
7. Прежде, чем строить график функции, целесообразно установить 

угол α , под которым кривая пересекает ось абсцисс в точках x2 = –3 и 
x3 = 0. В этих точках ∞=α=′ tgy  и .2/π=α  Так как в точке 

x3 = 0 функция достигает нулевого минимума, то ее график не распо-

ложен ниже оси Ох в окрестности этой точки. Точка x3 = 0 является 
точкой возврата графика функции.  

9. По результатам исследования строим график функции.  
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5.12. Практические задачи на экстремум 

Пример. Каковы должны быть размеры (радиус основания R и вы-
сота H) открытого сверху цилиндрического бака максимальной вмести-
мостью, если для его изготовления отпущено 82,8427S ≈π=  м2 мате-
риала? 

Решение. Вместимость бака ,HRV 2π=  а на его изготовление пойдет 

материал площадью .RH2RS 2 π+π=  Отсюда определяем высоту бака 

.
R2

RS
H

2

π
π−=  

Тогда вместимость бака 

).R(V
2

RSR

R2

RS
RV

32
2 =π−=

π
π−π=  

Найдем то значение R, при котором вместимость V(R) будет мак-
симальной. Имеем: 

)R3S(
2

1
V 2π−=′ , тогда ,0V =′  если 

,0R3S 2 =π−  при этом .ì3
3

27

3

S
R =

π
π=

π
=  

Так как 0R3V <π−=′′  для всех R>0, то при найденном значении 
R = 3 вместимость бака будет максимальной. 

Высота бака находится из полученного выше соотношения: 

.ì3
3

S

)3/(S2
3

S
S

R2

RS
H

2

=
π

=
ππ
π

π−
=

π
π−=  

Ответ: R=H=3см. 
Пример 2. Сечение оросительного канала имеет форму равнобокой 

трапеции, боковые стороны которой равны меньшему основанию. При 
каком угле наклона α  боковых сторон этой трапеции сечение канала 
будет иметь наибольшую площадь? 

Решение. Определим площадь сечения канала как функцию угла α , 
считая, что боковые стороны и меньшее основание трапеции равны a. 
Тогда, как видно из рисунка 

).2sin
2
1

(sina

sina
2

cosa2a2
CE

2

DCAB
S

2 α+α=

=αα+=⋅
+

=
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Исследуем S как функцию аргумента α  на экстремум. Имеем: 

).2cos(cosaS 2 α+α=′  

В критических точках ,0S =′  т.е.  

,02coscos =α+α  .0)2/cos()2/3cos(2 =α⋅α  

Так как ,2/0 π<α<  то .0)2/cos( ≠α  Поэтому, если ,0)2/3cos( =α  

то 2/2/3 π=α  или .3/π=α   
Докажем, что при 3/π=α  функция S достигает наибольшего зна-

чения на отрезке [ ].2/;0 π  Действительно,  

),2sin2sin(aS 2 α−α−=′′  .0
2

33
a3

2

3
a)

3
(S 22 <−=














−−=π′′  

Поэтому при 3/π=α  имеем локальный максимум 

2
max a

4

33
S)3/(S ==π , который на отрезке [ ]2/;0 π  будет также наи-

большим значением функции S, поскольку S(0) = 0, .Sa)2/(S max
2 <=π  

  
 
 

 

 

 

D C 

A   

B      E 

α  

 

5.13. Неопределенный интеграл и его свойства 

Первообразной функцией для функции f(x) на данном промежутке 
называется такая функция F(x), производная которой равна данной 
функции на этом промежутке, т.е. ).x(f)x(F =′  

Неопределенным интегралом от непрерывной функции f(x) на дан-
ном промежутке или от дифференциального выражения f(x)dx называ-
ется общее выражение для всех первообразных функций функции f(x). 

Обозначение: ∫ += ,C)x(Fdx)x(f  где F′ (x)=f(x). Функция f(x) на-

зывается подынтегральной функцией, а выражение f(x)dx – подынте-
гральным выражением.  

Свойства неопределенного интеграла 

1. [ ] ∫∫ ==
′

.dx)x(fdx)x(fd),x(fdx)x(f  

2. ∫ +ϕ=ϕ .C)x()x(d  
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3. ∫ ∫ −= ).constc(,dx)x(fcdx)x(cf  

4. [ ]∫ ∫ ∫ ∫+−=+− .dx)x(fdx)x(fdx)x(fdx)x(f)x(f)x(f 321321   

Таблица простейших неопределенных интегралов 

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

∫

+
+
−=

−

+−=+=
+

+−=+=
−

+−=

+=

+−=

+=

+=

+=

+==

+==⋅

=⋅

−≠+
+

=

+=
+

;C
1x

1x
ln

2

1
dx

1x

1

;CarcctgxCarctgxdx
x1

1

;CxarccosCxarcsindx
x1

1

;Cctgxdx
xsin

1

;Ctgxdx
xcos

1

;Cxcosxdxsin

;Cxsinxdxcos

;C
aln

a
dxa

;Cedxe

;Cxln
x

dx
dx

x

1

;Cxdxdx1

;Cdx0

;)1m(,C
1m

x
dxx

;Ckxkdx

2

2

2

2

2

x
x

xx

1m
m

 

.Caxxln
ax

dx

;C
a

x
arcsin

xa

dx

;C
ax

ax
ln

a2

1

ax

dx

;C
a

x
arctg

a

1

ax

dx

22

22

22

22
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+
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−

+
+
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∫

∫

∫

∫
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5.14. Интегрирование разложением 

Метод разложения основан на свойстве 4 неопределенного интеграла. 

Если f(x)=f1(x)–f2(x)+f3(x), то ∫ ∫ ∫ ∫+−= .dx)x(fdx)x(fdx)x(fdx)x(f 321  

Примеры. 

1. ∫
+−

.dx
x

x3x2x
2

234

 

Разделив почленно числитель на знаменатель, пользуясь свойства-
ми 3 и 4, находим: 

.Cx3x
3
x

Cx3
11

x
2

12
x

dx3xdx2dxxdx)3x2x(dx
x

x3x2x

2
31112

22

2

234

++−=++
+

−
+

=

=+−=+−=+−

++

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
  

2. ∫ +
.dx

x1

x
2

4

 

Прибавляя и вычитая единицу из х
4, получаем: 

∫∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫ ∫

++−=
+

+−=
+

+−=

=
++

+
+−=

+
+−=

+

.Carctgxx
3
x

x1
dx

dxdxx
x1

dx
dx)1x(

x1

dx
dx

x1
)1x)(1x(

dxx1
1)1x(

dx
x1

x

3

2

2

2

2

2
2

22

2

4

2

4

 

5.15. Независимость вида неопределенного интеграла  
от выбора аргумента функции 

Если ∫ =′= ),x(f)x(F,dx)x(f)x(F  то ∫= ,du)u(f)u(F  где 

−ϕ= )x(u любая дифференцируемая функция от x. На ее основании 

получаем: 
При пользовании формулами необходимо иметь в виду простей-

шие преобразования дифференциала: 
1. ),bx(ddx +=  где b – постоянная величина. 

2. ),ax(d
a

1
dx =  где а – постоянная, a ≠ 0. 

3. ),bax(d
a

1
dx +=  где а – постоянная, a ≠ 0. 

4. ).x(ddx)x( ϕ=ϕ′  
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Например: 

.C)3x2(
6

1
C

3

)3x2(

2

1

)3x2(d)3x2(
2

1
)3x2(d

2

1
)3x2(dx)3x2(.1

3
3

222

++=++=

=++=++=+∫ ∫ ∫
 

2. ∫ ++
+

.dx
5x3x

3x2
2

 

Так как 

,dx)3x2(dx)5x3x()5x3x(d 22 +=′++=++  

то 

∫ ∫ +++=
++
++=

++
+

.C)5x3xln(
5x3x

)5x3x(d
dx

5x3x

3x2 2

2

2

2
 

3. .
x3sin

dx
2∫  

∫ ∫ ∫ +−=== .Cx3ctg
3

1

x3sin

)x3(d

3

1

x3sin

)x3(d
3

1

x3sin

dx 2

222
 

5.16. Метод подстановки 

Интегрирование путем введения новой переменной (метод подста-
новки) основано на формуле 

[ ]∫ ∫ ϕ ′ϕ= ,dt)t()t(fdx)x(f  где −ϕ= )t(x диффе-

ренцируемая функция переменной t. 

Пример 1. Найти интеграл ∫ .dxxe
2x  

Решение: 

Положим x2 = t, тогда 2xdx=dt, .
2

dt
xdx =  Подставляя полученные 

выражения в подынтегральное выражение, получим 

∫ ∫ ∫ ∫ +=+==== .Ce
2

1
Ce

2

1
dte

2

1

2

dt
exdxedxxe

222 xtttxx  

Этот пример можно решить и по-другому: 

∫ ∫ ∫ ∫ +==== .Ce
2

1
)x(de

2

1
)x(d

2

1
exdxedxxe

22222 x2x2xxx  
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Пример 2 . Найти интеграл: ∫ − .dx2xx   

Решение: 

Чтобы избавиться от корня, положим, .t2x =−  Возводя в квад-
рат это равенство, найдем х: 

x = t2 + 2, откуда dx=2tdt. Подставляя полученные выражения в по-
дынтегральное выражение, находим  

.C)2x(
3

4
)2x(

5

2
C

3

t
4

5

t
2

dtt4dtt2dt)t4t2(tdt2t)2t(dx2xx

2

3

2

535

24242

+−+−=++=

=+=+=+=−∫ ∫ ∫ ∫ ∫
  

Пример 3. Найти интеграл ∫ +
.dx

xsin41

xcos
 

Решение: Положим  

,txsin41 =+  откуда  

.tdt
2

1
xdxcos,tdt2xdxcos4,txsin41 2 ===+  

Следовательно, 

∫ ∫ ∫ ++=+===
+

.Cxsin41
2

1
Ct

2

1
dt

2

1

t

tdt
2

1

dx
xsin41
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Пример 4. Найти интеграл .dx
5x2x

2x
2∫ ++

+
 

Решение: 

[ ] [ ]
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Пример 5. Найти интеграл ∫ −−
.

xx45

dx
2
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Решение: 

∫

∫ ∫ ∫

++=
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+=

=
++−

=
−−++−

=
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.
3

2
arcsin

)2(3

)2(
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Пример 6. Найти интеграл ∫ +−
.

3x6x

dx
2

 

Решение: 

.363ln

6)3()3(ln

6)3(

)3(
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∫ ∫ ∫

 

5.17. Метод интегрирования по частям 

Если −ϕ=ϕ= )x(v),x(u 21 дифференцируемые функции от x, то из 

формулы для дифференциала произведения двух функций 
d(uv)=udv+vdu получается формула интегрирования по частям 

∫ ∫−= .vduuvudv   

Эта формула применяется в случае, когда подынтегральная функ-
ция представляет собой произведение алгебраической и трансцендент-
ной функций. 

В качестве u обычно выбирается функция, которая упрощается 
дифференцированием, в качестве dv – оставшаяся часть подынтеграль-
ного выражения, содержащая dx, из которой можно определить v путем 
интегрирования. 

В некоторых случаях для сведения данного интеграла к табличному 
формула применяется несколько раз. Иногда искомый интеграл опреде-
ляется из алгебраического уравнения, получающегося с помощью ин-
тегрирования по частям. 

Найти интегралы: 

1. ∫ .xdxsinx  

Обозначим: .dvxdxsin,ux ==  
Для применения формулы необходимо знать еще v и du. Дифференци-

руя равенство x = u, получаем du = dx. Из того, что dv=sinxdx=d(-cosx), опре-
деляем v=-cosx. 
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Подставляя значения u,v,du,dv в формулу интегрирования по час-
тям, находим  

∫ ∫ +−=++−=−−−= .CxcosxxsinCxsinxcosxdx)xcos()xcos(xxdxsinx  

2. ∫ .xdxarcsin  

Полагая ,dxdv,xarcsinu ==  

определяем .xv,dx
x1

1
du

2
=

−
=   

Следовательно, 

.Cx1xarcsinxC

2
1

)x1(
2
1

xarcsinx

)x1(d)x1(
2
1

xarcsinx

dx
x1

1
xxarcsinxdxxarcsin

2
2

1
2

22

1
2

2

+−+=+−+=

=−−+=

=
−

−=⋅

∫

∫ ∫
−

  

5.18. Вычисление определенного интеграла,  
геометрические приложения определенного интеграла 

Теорема Ньютона-Лейбница.  
Определенный интеграл от непрерывной в данном промежутке 

функции равен разности значений любой первообразной функции для 
верхнего и нижнего пределов интегрирования: 

 )a(F)b(F)x(Fdx)x(f
b

a

b

a

−==∫ , где ).x(f)x(F =′  

Замена переменной в определенном интеграле осуществляется по 
формуле 

[ ] ,dt)t()t(fdx)x(f
a

b

ϕ′ϕ= ∫∫
α

β

 

где −βϕ=αϕ=ϕ= t);(b),(a),t(x  новая переменная; −βα, новые пре-

делы интегрирования. 
Интегрирование по частям в определенном интеграле осуществля-

ется по формуле:  

∫ ∫−=
a

b

b

a

b

a

)x(du)x(v)x(v)x(u)x(dv)x(u  
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или 

∫ ∫ ′−−=′
b

a

b

a

.dx)x(u)x(v)a(v)a(u)b(v)b(udx)x(v)x(u  

Площадь криволинейной трапеции ограниченной сверху графиком 
непрерывной кривой y=f(x), слева и справа, – соответственно, прямыми 
x=a, x=b, снизу – осью Ox, вычисляется по формуле  

∫=
b

a

dxxfS )(  или .∫=
b

a

ydxS   

Площадь криволинейной фигуры, ограниченной сверху и снизу со-
ответственно кривыми y1=f1(x),y2=f2(x), слева и справа – прямыми x=a, 
x=b, определяется формулой 

[ ]dx)x(f)x(fS
b

a

21∫ −=  или ∫ −=
b

a

21 .dx)yy(S   

Пример. Найти площадь фигуры, заключенной между линиями 
y=x2, y2=x. 

Решая совместно систему уравнений y=x2, y2=x, находим абсциссы 
точек пересечения данных кривых: x1=0, x2=1. Следовательно, пределы 
интегрирования будут: a=0, b=1. 

Искомую площадь вычисляем по формуле: 

[ ]dx)x(f)x(fS
b

a

21∫ −=  или ∫ −=
b

a

21 .dx)yy(S  

,xy,xy 2
21 == т.к. при [ ]1;0x ∈  .xx 2≥  

.
3

1

3

1

3

2

3
2

3
x

dxxdxxdx)xx(dx)yy(S

1

0

3
2

3

1

0

1

0

1

0

1

0

22

21

x =−=


















−

=−=−=−= ∫ ∫ ∫ ∫

 

Длина дуги кривой y=f(x), где ,bxa ≤≤ вычисляется по формуле 

∫ ′+=
b

a

2 dxy1l  или [ ]∫ ′+=
b

a

2 .dx)x(f1l  

Вычислим длину дуги полукубической параболы y2=x3, отсекаемой 
прямой x=5. 

Указанная дуга состоит из двух частей, симметричных относитель-
но оси Ох. Вычислим длину одной из них. Находя производную функ-
ции y2=x3 и подставляя ее в формулу, получим 
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.
27

22
24

27

670
l

,
27

335
)24749(

27

1
x94)x94(

27

1

2

3
)x94(

18

1

)x94(d)x94(
9

1

2

1
dxx94

2

1
dxx

4

9
1dx)x

2

3
(1l

2

1

5

0

5

0

2

3

5

0

5

0

5

0

2

15

0

22

1

==

=⋅−⋅=++=+=

=++⋅=+=+=+= ∫ ∫ ∫∫

 

Объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox криволиней-
ной трапеции, ограниченной сверху кривой y=f(x), справа и слева пря-
мыми x=b и x=a, снизу осью Ox, вычисляется по формуле  

∫π=
b

a

2

x dxyV  или ∫π=
b

a

2

x .dx)x(fV  

Пример: 
Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox 

криволинейной трапеции, ограниченной гиперболой xy=4, прямыми 
x=1, x=4 и осью Ox. 

Из условия вытекает, что a=1,b=4. Из уравнения кривой xy=4 нахо-

дим ,
x

4
y =  откуда .

x

16
y

2

2 =  Следовательно, 

∫ ∫ ∫ π=−π−=π−=π=π=π=
4

1

4

1

4

1

4

1
22

2

x .12)1
4

1
(16

x

1
16

x

dx
16dx

x

16
dxyV   

5.19. Функции нескольких переменных 

Переменная величина z называется функцией двух переменных ве-
личин x и y, если каждой паре допустимых значений x и y соответствует 
единственное значение z.  

Геометрическим изображением функции двух переменных являет-
ся некоторая поверхность в пространстве. 

Значение функции z=f(x;y) при x=a, y=b обозначается через f(a;b). 
Совокупность всех точек (x;y), в которых определена функция не-

скольких переменных, называется областью существования или обла-
стью определения функции. 

Частной производной функции нескольких переменных по одной из 
этих переменных называется предел отношения соответствующего ча-
стного приращения функции к приращению данной переменной, когда 
последнее стремится к нулю. 
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Для функции двух переменных z=f(x;y) по определению имеем: 

x

)y,x(f)y,xx(f
lim)y;x(f

x

z
0x

x ∆
−∆+=′=

∂
∂

→∆
 (частная производ-

ная по x), 

y

)y,x(f)yy,x(f
lim)y;x(f

y

z
0y

y ∆
−∆+=′=

∂
∂

→∆
 (частная производная по y). 

При нахождении частной производной пользуются правилами 
дифференцирования функции одной переменной, считая все другие ар-
гументы постоянными. 

Полным дифференциалом функции z=f(x;y) называется главная 
часть полного приращения ∆z, линейная относительно приращений ар-
гументов ∆x и ∆y. 

Полный дифференциал функции z=f(x,y) вычисляется по формуле 

.dy
y

z
dx

x

z
dz

∂
∂+

∂
∂=  

Функция, имеющая полный дифференциал, называется дифферен-
цируемой. 

Из формулы ,0);(dzz →ερ⋅ε+=∆  когда 0→ρ  yx
22 ∆+∆=ρ , 

следует, что ∆z ≈ dz или 

.dy
y

z
dx

x

z
)y,x(f)yy,xx(f

∂
∂+

∂
∂≈−∆+∆+  

Частными производными второго порядка функции z=f(x,y) назы-
ваются частные производные от ее частных производных первого по-
рядка. Обозначения: 

.
y

z

xxy

z
;

x

z

yyx

z

;
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z
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Употребляются и другие обозначения: 

.
x
z

y
f,

y
z

y
f;

x
z

x
f xyyyxx 









∂
∂

∂
∂=′′









∂
∂

∂
∂=′′









∂
∂

∂
∂=′′  

Если смешанные производные xyf ′′ и yxf ′′ непрерывны, то результаты 

дифференцирования не зависят от порядка дифференцирования, т.е. 

.
xy

z

yx

z 22

∂∂
∂=

∂∂
∂
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Полный дифференциал второго порядка имеет вид: 

.dy
y

z
dxdy

yx

z
2dx

x

z
zd 2

2

22
2

2

2
2

∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂=  

Пример: 
Найти частные производные второго порядка функции z = (x2 + y2)2. 
Решение: Находим сначала частные производные первого порядка: 

.y4yx4y2)yx(2)yx)(yx(2
y

z

,xy4x4x2)yx(2)yx)(yx(2
x

z

3222

y

2222

2322
x

2222

+=+=′++=
∂
∂

+=+=′++=
∂
∂

 

Дифференцируя каждую из полученных функций по x и по y, полу-
чим частные производные второго порядка: 

.xy8)y4yx4(
y

z

xxy

z

,xy8)xy4x4(
x

z

yyx

z

,y12x4)y4yx4(
y

z
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Как и следовало ожидать, 

xy

z

yx

z 22

∂∂
∂=

∂∂
∂

. 

5.20. Экстремум функции нескольких переменных 

Максимумом (минимумом) функции z=f(x,y) называется такое её 
значение f(x0, y0), которое больше (меньше) всех других значений, при-
нимаемых ею в точках, достаточно близких к точке M0(x0, y0) и отлич-
ных от неё.  

Максимум или минимум функции называется ее экстремумом. Точка, 
в которой достигается экстремум, называется точкой экстремума. 

Экстремум функции нескольких переменных может достигаться 
лишь в точках, лежащих внутри ее области определения, в которых все 
частные производные первого порядка обращаются в нуль. Такие точки 
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называются критическими. Для функции двух переменных z=f(x,y) кри-
тические точки находятся из системы уравнений: 





=′
=′

.0)y,x(f

;0)y,x(f

y

x
 

Эти условия являются необходимыми условиями существования 
экстремума. Достаточные условия экстремума для функции z=f(x,y) 
выражаются с помощью определителя 

,BAC
CB

BA 2−==∆   

где ),y,x(fC),y,x(fB),y,x(fA 00yy00xy00xx
′′=′′=′′=  )y,x( 00  – точка, для 

которой 0f x =′  и 0f y =′ , а именно: 

1) если ∆ > 0, то M0(x0, y0) – точка экстремума: при А<0 (или С<0) – 
точка максимума, при А>0 (или С>0) – точка минимума, 

2) если ∆ < 0то в точке M0 нет экстремума. 
3) если ∆ = 0, то вопрос о наличии или отсутствии экстремума 

функции остается открытым (требуется дальнейшее исследование 
функции, например, по знаку приращения ∆f вблизи этой точки). 

Примеры:  
1. Исследовать на экстремум функцию 

.xy9yx)y,x(fz 33 ++==  

Находим частные производные первого и второго порядков: 

.y6)y,x(f;9)y,x(f;x6)y,x(f

;x9y3)y,x(f;y9x3)y,x(f

yyxyxx

2
y

2
x

=′′=′′=′′
+=′+=′

 

Обращая в нуль первые производные, получим систему уравнений 
для определения критических точек: 





=+
=+

.0x9y3

;0y9x3
2

2

 или 




=+
=+

.0x3y

;0y3x
2

2

. 

Определяя y из первого уравнения и подставляя его выражение 

2

3

1
xy −=  во второе уравнение, получим 

0x27x,0x3x
3

1 4

2

2 =+=+






−  или ,0)27x(x 3 =+  откуда 

.3x,0x 21 −==  

(Комплексные корни уравнения x3 + 27 = 0 или x2 – 3x + 9 = 0 не 
принимаем во внимание.) 
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Находим значения y, соответствующие значениям x1 = 0, x2 = –3. Из 

выражения 2x
3

1
y −=  имеем y1 = 0, y2 = –3. Получены две критические 

точки M1(0; 0), M2(–3; –3). 
Вычислим значения частных производных второго порядка в этих 

точках: 

.18)3;3(fC,9)3;3(fB,18)3;3(fA

,0)0;0(fC,9)0;0(fB,0)0;0(fÀ

yy2xy2xx2

yy1xy1xx1

−=−−′′==−−′′=−=−−′′=
=′′==′′==′′=

 

Находим определители: 

.2439)18)(18(BCA

;81900BCA
22

2222

22

1111

=−−−=−=∆

−=−⋅=−=∆
 

В силу достаточных условий заключаем, что в точке M1 нет экс-
тремума, так как ∆1 < 0 в точке M2 функция имеет максимум, ибо ∆2 > 0 
и A2 < 0 причем max f(x, y) = f(–3; –3) = 27  

Найти экстремум функции  

Z = f(x, y) = x3 + 3xy2 – 18x2 – 18xy – 18y2 + 57x + 138 y + 290 

Находим первые и вторые частные производные: 

.36x6)y;x(f;18y6)y;x(f;36x6)y,;x(f

;138y36x18xy6)y;x(f

;57y18x36y3x3)y;x(f

yyxyxx

y

22
x

−=′′−=′′−=′′
+−−=′

+−−+=′
 

Приравнивая нулю первые производные, получаем систему урав-
нений для определения критических точек: 





=+−−
=+−−+

,0138y36x18xy6

;057y18x36y3x3 22

 

или 





=+−−
=+−−+
.046y12x6xy2

;019y6x12yx 22

 

Сложив почленно эти уравнения, получим уравнение  
x2 + y2 + 2xy – 18x – 18y + 65 = 0, которое можно переписать в виде 
(x + y)2 – 18(x + y) + 65 = 0. 

Это квадратное уравнение относительно (x+y), решая его, находим 
x + y = 13, x + y = 5. 



 66 

Вычитая почленно второе уравнение системы из первого, получаем  
x2 – 2xy + y2 – 6x + 6y – 27 = 0  

или 
(x – y)2 – 6(x – y) – 27 = 0, откуда, решая опять квадратное уравне-

ние, получим 
x – y=9, x – y=-3. 

Таким образом, для определения критических точек получены че-
тыре системы уравнений: 





=−
=+

;9yx

;13yx
 





−=−
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;3yx

;13yx
 





=−
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;9yx

;5yx
 





−=−
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.3yx

;5yx
. 

Решая эти системы, находим четыре критические точки M1(11; 2), 
M2(5; 8), M3(7; –2), M4(1; 4). 

Вычисляем значения частных производных второго порядка в ука-
занных точках: 

30)4;1(fC,6)4;1(fB,30)4;1(fA

;6)2;7(fC,30)2;7(fB,6)2;7(fA

;6)8;5(fC,30)8;5(fB,6)8;5(fA

;30)2;11(fC,6)2;11(fB,30)2;11(fA

yy4xy4xx4

yy3xy3xx3

yy2xy2xx2

yy1xy1xx1

−=′′==′′=−=′′=
=−′′=−=−′′==−′′=

−=′′==′′=−=′′=
=′′=−=′′==′′=

 

и значения определителя ∆: 

.8646)30)(30(BCA

;864)30(66BCA

;86430)6)(6(BCA

;864)6(3030BCA

22

4444
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−=−−−=−=∆
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Так как ∆2 < 0, ∆3 < 0, то в точках M2, M3 экстремумов нет. По-
скольку ∆1 > 0, A1 > 0, то точка M1 является точкой минимума, причем 
min f(x, y) = f(11; 2) = 10. 

Так как ∆4 > 0, A4 > 0, то точка M4 есть точка максимума, причем 
max f(x, y) = f(1; 4) = 570. 

5.21. Производная в данном направлении.  
Градиент функции 

Производной функции z = f(x, y) в данном направлении l = 1PP  на-

зывается 
PP

)P(f)P(f
lim

l

z

1

1

PP 1

−=
∂
∂

→
, где f(P) и f(P1) – значения в точках P и 

P1; lP,P 1 ∈ . 
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Если функция z – дифференцируема, то справедлива формула 

α
∂
∂+α

∂
∂=

∂
∂

sin
y

z
cos

x

z

l

z
, где α – угол, образованный вектором l с осью 

OX.  
Пример: Найти производную функции z = 2x2–3y2 в точке P1(1; 0) в 

направлении, оставляющим с осью OX угол в 1200.  
Решение. Найдем частные производные данной функции и их зна-

чения в точке Р1. 
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∂
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Применяя формулу, получим: .2
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Знак минус показывает, что функция в данной точке и в данном на-
правлении убывает. 

Градиентом функции z=f (x; y) называется вектор, проекциями ко-
торого на координатные оси являются соответствующие частные произ-

водные данной функции: .j
y

z
i

x

z
gradz

∂
∂+

∂
∂=  Производная данной функ-

ции в направлении l связана с градиентом функции следующей форму-

лой: ,gradzïð
l

z
l=

∂
∂

 т.е. производная в данном направлении равна про-

екции градиента функции на направление дифференцирования. 
Градиент функции в каждой точке направлен по нормали к соот-

ветствующей линии уровня функции. Направление градиента функции в 
данной точке есть направление наибольшей скорости возрастания 

функции в этой точке, т.е. при  gradl =  z производная 
l

z

∂
∂

 принимает 

наибольшее значение, равное .
y

z

x

z
22










∂
∂+









∂
∂

 

Пример 2. Найти градиент функции z=x2y в точке Р(1; 1). 
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Решение. Вычислим частные производные и их значения в точке Р: 

;xy2
x

z =
∂
∂

 ;x
y

z 2=
∂
∂

 

;2
x

z

P

=








∂
∂  .1

y

z

P

=








∂
∂  

Следовательно, ji2 z grad += . 

5.22. Наибольшее и наименьшее значения функции 

Функция, непрерывная в ограниченной замкнутой области, дости-
гает в ней наибольшего и наименьшего значений или в критических точ-
ках этой области, или в точках, лежащих на границе области. 

Для нахождения наибольшего и наименьшего значений функции в 
замкнутой ограниченной области необходимо: 

1. Найти критические точки (лежащие внутри данной области) и 
вычислить в них значения функции. 

2. Найти наибольшее (наименьшее) значение функции на границе 
области. 

3. Сравнить все полученные значения функции: самое большее 
(меньшее) и будет наибольшим (наименьшим) значением функции в 
данной области. 

Замечание 1. В данном случае нет необходимости исследовать 
функцию на экстремум с помощью частных производных второго по-
рядка. Требуется найти критические точки и значения функции в них. 

Замечание 2. Для функции z=f(x,y) граница области обычно состо-
ит из нескольких дуг (отрезков), уравнения которых y=f(x), где a ≤ x ≤ b 
или )y(x ϕ= , где c ≤ y ≤ d, поэтому на соответствующих дугах границы 

данная функция является функцией одной переменной. 
Примеры: 
1. Найти наибольшее и наименьшее значения функции z=f(x, 

y)=2x2-2y2 
в круге x2+y2 ≤ 9. 

Данная функция имеет частные производные: 

fx(x, y)=4x; yf ′ (x, y)=-4x 

Приравнивая нулю эти производные, получим систему уравнений, 
из которой находим x0=0, y0=0. Значение функции в критической точке 
M0(0, 0) равно нулю: 

z0=f(0, 0)= 00202 =⋅−⋅ . 
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Границей данной замкнутой области является окружность x2+y2=9 
или y2=9–x2, 

где –3 ≤ x ≤ 3. Функция z=2x2–2y2 
на границе области ста-

новится функцией одной переменной x: 

z(x)=2x2–2(9–x2)=4x2–18, где [ ]3;3õ −∈ . 

Найдём наибольшее и наименьшее значения функции z(x) на ука-
занном отрезке. Дифференцируя эту функцию, получаем x8)x(z =′ . Из 

уравнения 0)x(z =′  находим единственную критическую точку x1=0, в 

которой функция z(x) имеет значение z1=-18. Вычислим её значения на 
концах отрезка [-3, 3], т. е. в точках x=-3, x=3: 

z2=z(-3)=4(-3)2-18=18; 

z3=z(3)=4*32-18=18. 

Сравнивая между собой числа z0, z1, z2, z3, заключаем, что функция 
z=2x2–2y2 имеет наибольшее значение, равное 18 и наименьшее значе-
ние, равное -18, причём: 

zнаиб=f(-3, 0)=f(3, 0)=18; 

zнаим=f(0, -3)=f(0, 3)= -18. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
z=f(x, y)=x3+y3+6xy в прямоугольнике с вершинами 

A(-3, -3), B(-3, 2), C(1, 2), D(1, -3). 

Возьмём частные производные данной функции: 

y6x3)y,x(f 2
x +=′ ; x6y3)y,x(f 2

y +=′  

Из системы уравнений 





=+
=+

0x6y3

;0y6x3
2

2

 или 




=+
=+

0x2y

;0y2x
2

2

 

находим две критические точки M1(0, 0), M2(-2, -2), обе они принадле-
жат прямоугольнику ABCD. 

Вычисляем значения функции в этих точках: 

z1=f(0, 0)=0, z2=f(-2, -2)=8, 

Найдём наибольшее и наименьшее значения функции на границе 
прямоугольника ABCD. Эту границу удобно разбить на четыре отрезка 
AB, BC, CD, DA, на каждом из которых могут оказаться свои критиче-
ские точки. Кроме того, необходимо учесть и концы отрезков, т. е. точ-
ки A, B, C и D. 
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Ищем критические точки на отрезке AB, для которого x=-3, причём 
–3 ≤ y ≤ 2. На этом отрезке данная функция становится функцией одной 
переменной y: 

z=f(-3, y)=-27+y3–18y; z(y)=y3–18y–27. 

Производная этой функции 18y3z 2 −=′  обращается в нуль при 

45,26y −≈−= , 45,26y ≈= . Второго значения рассматривать не 

будем, так как оно не принадлежит отрезку AB, для которого –3 ≤ y ≤ 2. 

Вычислим значение функции z(y) при 6y −= : 

z3=z( 6− )-( 6− )3–18( 6− )–27=12 6 –27 4,2≈ . 

На отрезке BC y = 2(–3 ≤ x ≤ 1), поэтому z = f(x, 2) = x3 + 8 + 12x 
Функция z(x) = x3 + 12x + 8 критических точек не имеет, так как ее 

производная 12x3)x(z 2 +=′  в нуль не обращается. 

На отрезке CD, где x=1 (-3 ≤ y ≤ 2), z=f(1, y)=1+y3+6y, также нет 
критических точек. 

На отрезке DA y = –3(–3 ≤ x ≤ 1), поэтому z = f(x, –3) = x3 – 27 – 18x. 

Функция z(x) = x3 – 18x – 27 имеет критическую точку 6x −=  

(точка 6x = , в которой производная 18x3)x(z 2 −=′ также обращается 

в нуль, отрезку DA не принадлежит). 

Вычисляем значение функции z(x) в точке :6x −=  

.4,22761227)6(18)6()6(zz 3
4 ≈−=−−−−=−=  

Осталось найти значение функции z = f(x, y) = x3 + y3 + 6xy в вер-
шинах A,B,C,D: 

.441)3(6)3(1)3,1(f)D(fz

;2121621)2,1(f)C(fz

;552)3(62)3()2,3(f)B(fz

;0)3)(3(6)3()3()3,3(f)A(fz

33

8

33
7

33
6

33
5

−=−+−+=−==
=⋅⋅++===

−=−++−=−==
=−−+−+−=−−==

 

Сравнивая z1, z2, z3, z4, z5, z6, z7, z8, заключаем, что функция 
z = x3 + y3 + 6xy в прямоугольнике ABCD достигает наименьшего значения, 
равного 55, в точке B, наибольшего значения, равного 21, в точке C. 
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6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

6.1. Основные определения.  
Дифференциальные уравнения 1-го порядка 

Уравнение, связывающее независимую переменную x с искомой 
функцией y=f(x) и ее производными, называется дифференциальным 
уравнением.  

Порядком дифференциального уравнения называется наивысший 
порядок производной искомой функции, фигурирующей в уравнении. 

Решить дифференциальное уравнение – это значит найти такую 
функцию, которая удовлетворяет данному уравнению, т.е. превращает 
уравнение в тождество. 

Пример 1. Решить дифференциальное уравнение  

.x2
dõ

dó =  (1) 

Решение: Из уравнения (1) следует, что  

y=x2+C, (2) 

где С – произвольная постоянная. 
О выражении (2) говорят, что оно есть общий интеграл (или общее 

решение) дифференциального уравнения (1).  
Уравнение (2) есть уравнение семейства парабол, вершины кото-

рых лежат на оси ординат. 
Чтобы выделить из этого семейства параболу, проходящую, напри-

мер, через точку А(1;1), следует, соответственно, определить С. Под-
ставляя x=1 и y=1 в (2), получим С=0, следовательно, уравнение пара-
болы, проходящей через точку А(1; 1) есть y=x2. (3) 

Выражение (3) называется частным интегралом (или частным 
решением) дифференциального уравнения (1), а условие, чтобы кривая 
интеграла, являющегося решением дифференциального уравнения, про-
ходила через точку (1; 1), называется начальным условием. Начальное 
условие дает возможность найти частный интеграл из общего.  

Если дифференциальное уравнение имеет вид: 

P(x)dx + Q(y)dy=0, (4) 

то его называют дифференциальным уравнением с разделенными пере-
менными. 

Интегрируя, непосредственно получаем: ∫ ∫ =+ Cdy)y(Qdx)x(P , 

где С – постоянная. 
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Пример 2. Решить дифференциальное уравнение 

.0
dx

dy
x4

1y

x 2

=⋅−
+

 

Решение: Преобразуя, получаем: .0dy)1y(dx
4

x =+−  

Интегрируем: ∫ ∫ =+− ,Cdy)1y(dx
4

x
 

откуда .Cy
2

y

8

x 22

=







+−  

Пример 3. Решить дифференциальное уравнение 
yx3ey +=′ при начальном условии y=0 для x=0. 

Решение: Уравнение можно записать в следующем виде: 

.eey yx3 ⋅=′  

Разделяя переменные, получаем: x3

y
e

e

y =
′

, или x3y eye =′− , или 

dxedye x3y ⋅=⋅− . 

Интегрируя, имеем: ∫ ∫=− ,dxedye x3y  откуда .Ce
3

1
e x3y +=− −  

Находим значение С при начальном условии y=0 для x=0, имеем: 

Ce
3

1
e 00 +=− , или ,C

3

1
1 +=−  откуда С= .

3

4−  

Подставляя это значение С, получаем частный интеграл: 

,
3

4
e

3

1
e x3y −=− −  или ,

3

e4
e

x3
y −=−  

откуда ,
3
e4

lny
x3−=−  и, наконец, .

e4

3
ln

3

å4
lny

x3

x3

−
=−−=  

Однородные уравнения. Дифференциальное уравнение 
P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 называется однородным, если P(x, y) и Q(x, y) – 
однородные функции одинакового измерения n, т.е. функциями, для 
которых при любом k выполняются тождества 

P(kx, ky) = kn P(x, y), Q(kx, ky) = knQ(x, y). 

Уравнение может быть приведено к виду 






=′
x

y
fy  и при помощи 

подстановки y = xu, где u – новая неизвестная функция, преобразуется в 
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уравнение с разделяющимися переменными. Можно также применять 
подстановку x = yu. 

Пример 4. Найти общий интеграл однородного уравнения 

.
y

y
ey x/y +=′  

Решение: Введем новую переменную u=y/x. Имеем:  

y = ux, тогда .uxuy ′+=′  

Следовательно, однородное уравнение принимает вид: 

,ueuxu u +=′+  откуда ,e
dx

du
x u=  или .

x

dx
du

e

1
u

=  

Интегрируя, получаем:  

∫ ∫=− ,
x

dx
due u  или Ñlnxlne u +=− −  

Отсюда ),Ñlnx(lne u +−=−  или ,
xc

1
lne u =−  

и, следовательно, ,
xc

1
lnlnu =−  или ,

xc

1
lnlnu −=  

Поскольку y=ux, имеем: 

xc

1
lnlnxy ⋅⋅−= . 

Пример 5. Рассмотрим дифференциальное уравнение 

(y2 – x2)dx + 2xydy = 0 

и запишем его в следующем виде: 

.
xy2

xy

dx

dy 22 −=  

Решение: Разделив числитель и знаменатель правой части на x2, 
получаем: 

.

x
y

2

1
x

y

dx

dy

2

−








=   

Чтобы найти общий интеграл уравнения, введем вспомогательную 

переменную .
x

y
u =  
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Из этого равенства следует, что y = xu и .
dx

du
xu

dx

dy +=  

Подставляя это выражение в заданное уравнение, получим 

,
u2

1u
dx
du

xu
2 −=+  а после переноса u в другую часть уравнения по-

лучим, что 

,
u2

u21u
dx
du

x
22 −−=  или .

u2
1u

dx
du

x
2 −−=   

Применив в последнем уравнении метод разделения переменных, 

получим .dx
x

1
du

1u

u2
2

=
−−

 

Интегрируя, имеем:  

∫ ∫=
−−

,dx
x

1
du

1u

u2
2

 или ∫∫ =
+

− .dx
x

1
du

1u

u2
2

 

Отсюда 

,xlnCln)1uln( 2 =++−  или ,Cln)1uln(xln 2 =++  

и, следовательно,  

,Cln)1u(xln 2 =+  или .C)1u(x 2 =+  

Возвращаясь к переменной y=ux, получим: 

,C
x

xy
x

2

22

=






 +
 или ,C

x
xy 22

=+
 

откуда y2 + x2 = Cx.  
Таким образом, получили общий интеграл заданного уравнения. 
Линейные уравнения. Дифференциальное уравнение вида 

)x(Qy)x(Py =+′  первой степени, относительно y и y′ , называется ли-

нейным. 
Если функция Q(x) = 0, то уравнение принимает вид 0y)x(Py =+′  

и является однородным относительно y и y′ , линейным дифференци-

альным уравнением. В этом случае переменные разделяются и общее 

решение уравнения имеет вид .Cey
dx)x(P∫=

−
  

Уравнение Бернулли. Уравнение 1-го порядка вида 
,y)x(Qy)x(Py α=+′  где ,1,0 ≠α≠α  называется уравнением Бернулли. 

Оно приводится к линейному с помощью подстановки .yr 1 α−=  Можно 
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также применять метод вариации произвольной постоянной или под-
становку y = uv. 

Неизвестная функция y представляется в виде произведения двух 
неизвестных функций u = u(x) и v = v(x). Получаем: ,0uv)x(Pvu =+′⋅  

или ,v)x(P
dx

dv −=  или ,dx)x(P
v

dv −=  или ∫−= ,dx)x(Pvln  то есть 

.ev
dx)x(P∫=

−
 Подставляя v в начальное уравнение, получаем еще одно 

уравнение с разделяющимися переменными: 

).x(Qeu
dx)x(P

=∫′ −
 

Решая его, находим u, а вместе с ним и y. 

Пример. Решить уравнение .0=−+′ xeyyx  

Решение: ,vuy,e
x

1
y

x

1
y,eyyx xx ⋅==+′=+′  .vuvuy ′+′=′  Получа-

ем ;0v
x

1
v;e

x

1
uv

x

1
vuvu x =+′=







 +′+′  

∫ ∫ =−=−=−= ;
x

1
v;õlnvln;

x

dx

v

dv
;

x

dx

v

dv
подставляем в началь-

ное уравнение: Ceu;dxedu;e
x

1

x

1
u xxx +===′  

Значит, ).Ce(
x

1
y x +=  

6.2. Линейные дифференциальные уравнения  
2-го порядка с постоянными коэффициентами 

1. Однородное уравнение. Линейное уравнение 2-го порядка с по-
стоянными коэффициентами p и q без правой части имеет вид 

0qyypy =+′+′′  (1) 

Если k1 и k2 – корни характеристического уравнения 

0qpkk)k( 2 =++≡ϕ  (2) 

то общее решение уравнения (1) записывается в одном из следующих 
трех видов: 

1) xk

2

xk

1
21 eCeCy += , если k1 и k2 вещественны и k1 ≠ k2; 

2) )xCC(ey 21

xk1 += , если k1 = k2; 
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3) )xsinCxcosC(ey 21
ax β+β= , если ik1 β+α=  и ik 2 β−α=  

)0( ≠β . 

2. Неоднородное уравнение. Общее решение неоднородного диффе-
ренциального уравнения 

)x(fqyypy =+′+′′  (3) 

можно записать в виде суммы 

y = y0 + Y 

где y0 – общее решение соответствующего уравнения без правой части 
и Y – частное решение данного уравнения. 

Функция Y может быть найдена методом неопределенных коэффи-
циентов в следующих простейших случаях:  

1. f(x)=eax Pn(x), где Pn(x) – многочлен степени n. 
Если а не является корнем характеристического уравнения, т.е. 

0)à( ≠ϕ , то полагают Y = eaxQn(x), где Qn(x) – многочлен степени n с 

неопределенными коэффициентами. 
Если а есть корень характеристического уравнения, то 

Y= )x(Qåx n
axr , где r – кратность корня a (r=1 или r=2). 

2. f(x)= ]bxsin)x(Qbxcos)x(P[å mn
ax + . 

Если ( ) 0bià ≠±ϕ , то полагают 

Y= ]bxsin)x(Tbxcos)x(S[å NN
ax + , 

где SN(x) и TN(x) – многочлены степени N = max{n,m}. 
Если ( ) 0bià =±ϕ , то полагают 

Y= ]bxsin)x(Tbxcos)x(S[åx NN
axr + , 

где r – кратность корня bia±  (для уравнения 2-го порядка r = 1). 

Пример 1. Найти общее решение уравнения õ2õå4óóó2 =−′−′′ . 

Решение. Характеристическое уравнение 2k2 – k – 1 = 0 имеет кор-

ни k1 = 1 и 
2

1
k 2 −= . Общее решение соответствующего однородного 

уравнения (первый вид) 2

õ

2
õ

10 åÑåÑó
−

+= . Правая часть заданного урав-

нения )x(Pexe4)x(f n
axx2 ≡= . Следовательно, Y = e2x(Ax + B), так как 

n = 1 и r = 0. Дифференцируя Y два раза и подставляя производные в 
данное уравнение, получим:  

x2x2x2x2 xe4)BAx(e)AB2Ax2(e)A4B4Ax4(e2 =+−++−++ . 
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Сокращая на e2x и приравнивая, друг к другу, коэффициенты при 
первых степенях х и свободные члены в левой и правой частях равенст-

ва, имеем 5A=4 и 7A+5B=0, откуда A=
5

4
 и 

25

28
B −= . 

Таким образом, )
25

28
x

5

4
(eY x2 −= , а общее решение данного урав-

нения примет вид  

)
25
28

x
5
4

(eeCeÑó x2
x

2

1

2

x

1 −++=
−

. 

Пример 2. Найти общее решение уравнения õõåóó2ó =+′−′′ . 

Решение. Характеристическое уравнение k2 – 2k + 1 = 0 имеем дву-
кратный корень k=1. Правая часть уравнения имеет вид f(x) = xex; здесь 
a=1 и n=1. Частное решение Y = x2ex(Ax + B), так как а совпадает с дву-
кратным корнем k = 1 и, следовательно, r = 2. 

Дифференцируя Y два раза, подставляя в уравнение и приравнивая 

коэффициенты, получим 
6

1
A = , В=0. Следовательно, общее решение 

данного уравнения запишется в виде 

x3x
21 ex

6

1
e)xÑÑ(ó ++= . 

Пример 3. Найти общее решение уравнения .xsinxyy =+′′  

Решение: Характеристическое уравнение k2 + 1 = 0 имеет корни 
k1 = i и k2 = –i. 

Общее решение соответствующего однородного уравнения будет 
)xsinCxcosC(ey 21

ax β+β= , где 0=α , 1=β : 

Y0 = C1cosx + C2 sinx 
Правая часть имеет вид: 

[ ],bxsin)x(Qbxcos)x(Pe)x(f mn
ax +=  

где a = 0, b = 1, Pn(x) = 0, Qm(x) = x. Ей соответствует частное решение 
Y = x[(Ax + B)cosx + (Cx + D)sin x] (здесь N = 1, a = 0, b = 1, r = 1). 

Дифференцируя два раза и подставляя в заданное уравнение, при-
равниваем коэффициенты в обеих частях равенства при cosx, x cosx, 
sinx, x sinx. В результате получится четыре уравнения  

2A+2D=0,  
4C=0,  

-2B+2C=0,  
-4A=1,  

из которых и определяются A=-1/4, B=0, C=0, D=1/4.  
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Поэтому .xsin
4

x
xcos

4

x
Y

2

+−=  

Общее решение примет вид 

.xsin
4
x

xcos
4
x

xsinCxcosCy
2

21 +−+=  

3. Принцип наложения решений. Если правая часть уравнения (3) 
есть сумма нескольких функций  

f(x) = f1(x) + f2(x) + … + fn(x) 

и Yi(i = 1, 2, …, n) – соответствующие решения уравнений 
)x(fqyypy i=+′+′′  (i = 1, 2, …, n)  

то сумма 

y = Y1 + Y2 + … + Yn 

является решением уравнения (3).  
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7. РЯДЫ 

7.1. Числовые ряды 

Основные понятия. Числовой ряд  

∑
∞

=

=++++
1n

nn21 aaaa KK  (1) 

называется сходящимся, если его частичная сумма Sn = a1 + a2 + … + an 
имеет предел при n → ∞. Величина nn

SlimS
∞→

=  называется при этом сум-

мой ряда, а число Rn = S – Sn = an+1 + an+2 + … – остатком ряда. Если 
предел nn

Slim
∞→

 не существует, то ряд называется расходящимся. 

Если ряд сходится, то 0alim nn
=

∞→
 (необходимый признак сходимости). 

Обратное утверждение не верно. 
Сходимость или расходимость ряда не нарушится, если прибавить 

или отбросить конечное число его членов. 

7.2. Признаки сходимости и расходимости  
знакоположительных рядов 

1. Признак сравнения 1. Если 0 ≤ an ≤ bn, начиная с некоторого n = n0, и 

ряд ∑
∞

=

=++++
1n

nn21 bbbb KK  (2) 

сходится, то ряд (1) также сходится. Если ряд (1) расходится, то расхо-
дится и ряд (2). 

В качестве рядов для сравнения удобно, в частности, выбирать гео-

метрическую прогрессию ),0a(aq
0n

n ≠∑
∞

=

которая сходится при |q| < 1 и 

расходится при |q| ≥ 1, и гармонический ряд Дирихле ,
n

1

1n
p∑

∞

=

 являю-

щийся рядом расходящимся при p ≤ 1 и сходящимся при p > 1. 

Пример 1. Ряд KK +
⋅

++
⋅

+
⋅

+
⋅ n32 2n

1

23

1

22

1

21

1
. сходится, так как 

здесь ,
2

1

2n

1
a

nnn <
⋅

=  причем геометрическая прогрессия ∑
∞

=1n
n

,
2

1
зна-

менатель которой 
2

1
q = , сходится. 
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Пример 2. Ряд KK ++++
n

nln

3

3ln

2

2ln
 расходится, так как его 

общий член 
n

nln
 больше соответствующего члена 

n

1
 гармонического 

ряда (который расходится). 
2. Признак сравнения 2. Если существует конечный и отличный от 

нуля предел 
n

n

n b

a
lim

∞→
 (в частности, если anbn), то ряды (1) и (2) сходятся 

или расходятся одновременно. 

Пример 3. Ряд KK +
−

++++
1n2

1

5

1

3

1
1  расходится, так как 

,0
2

11
:

12

1
lim ≠=









−∞→ nnn
 а ряд с общим членом 

n

1
 расходится. 

Пример 4. Ряд KK +
−

++
−

+
−

+
− n2

1

32

1

22

1

12

1
n32

 сходится, так 

как ,1
2

1
:

n2

1
lim

nnn
=









−∞→
 т.е. ,

2

1

n2

1
nn

≈
−

 а ряд с общим членом 
n2

1
схо-

дится, как геометрическая прогрессия ∑
∞

=1n
n2

1
. 

3. Признак Даламбера. Пусть an > 0 (начиная с некоторого n = n0) и 

существует предел .q
a

a
lim

n

1n

n
=+

∞→
 

Тогда ряд (1) сходится, если q < 1, и расходится, если q > 1. Если 
q = 1, то вопрос о сходимости ряда остается открытым. 

Пример 5. Исследовать сходимость ряда 

KK +−++++
n32 2

1n2

2

5

2

3

2

1
  

Решение. Здесь 
1n1nnn 2

1n2
a;

2

1n2
a ++

+=−=   

и 
2

1

n2
1

1

n2

1
1

lim
2

1

)1n2(2

2)1n2(
lim

a

a
lim

n1n

n

n
n

1n

n
=

−

+
=

−
+=

∞→+∞→

+

∞→
, 1

2

1
q <= . 

Следовательно, данный ряд сходится. 
4. Признак Коши. Пусть an ≥ 0 (начиная с некоторого n = n0) и су-

ществует предел .qalim n
nn

=
∞→
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Тогда ряд (1) сходится, если q < 1, и расходится, если q > 1. В слу-
чае, когда q = 1, вопрос о сходимости ряда остается открытым. 

5. Интегральный признак Коши. Если an = f(n), где функция f(x) по-
ложительна, монотонно убывает и непрерывна при x ≥ n ≥ 1, то ряд (1) и 

интеграл ∫
∞

a

dx)x(f  сходятся или расходятся одновременно. 

С помощью интегрального признака доказывается, что ряд Дирихле 

∑
∞

=1n
pn

1
  (3) 

сходится, если p > 1, и расходится, если p ≤ 1. Сходимость многих рядов 
можно исследовать при помощи сравнения с соответствующим рядом 
Дирихле (3). 

Пример 6. Исследовать сходимость ряда 

KK +
−

++
⋅

+
⋅

+
⋅ n2)1n2(

1

65

1

43

1

21

1
 

Решение. Имеем: .
n4

1

n2
1

1

1

n4

1

n2)1n2(

1
a

22n ≈
−

=
−

=  

Так как ряд Дирихле при p = 2 сходится, то на основании признака 
сравнения 2 можно утверждать, что и данный ряд сходится. 

7.3. Признаки сходимости знакопеременных рядов 

Если ряд |a1| + |a2| + … + |an| + …, (4) 
составленный из абсолютных величин членов ряда (1), сходится, то ряд 
(1) также сходится и называется абсолютно сходящимся. Если же ряд 
(1) сходится, а ряд (4) расходится, то ряд (1) называется условно (неаб-
солютно) сходящимся. 

Для исследования на абсолютную сходимость ряда (1) можно ис-
пользовать для ряда (4) известные признаки сходимости знакоположи-
тельных рядов. В частности, ряд (1) сходится абсолютно, если 

1
a

a
lim

n

1n

n
<+

∞→
 или .1alim n

nn
<

∞→
 

В общем случае из расходимости ряда (4) не следует расходимость 

ряда (1). Но если 1
a

a
lim

n

1n

n
>+

∞→
 или ,1alim n

nn
>

∞→
то расходится не только 

ряд (4), но и ряд (1). 
Признак Лейбница. Если для знакочередующегося ряда  

b1 – b2 + b3 – b4 + … (bn ≥ 0) (5) 
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выполнены условия: 
а) b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥…; 
б) 0blim nn

=
∞→

, то ряд (5) сходится.  

Для остатка ряда Rn в этом случае справедлива оценка |Rn| ≤ bn+1. 
Пример 7. Исследовать сходимость ряда  

KK +








−
−++







+






−






−
− n

2

)1n(n432

1n2

n
)1(

7

4

5

3

3

2
1  

Решение. Составим ряд из абсолютных величин членов данного ряда: 

KK +








−
++







+






+






+
n432

1n2

n

7

4

5

3

3

2
1  

Так как ,
2

1

n
1

2

1
lim

1n2

n
lim

1n2

n
lim

nn
n

n

n
=

−
=

−
=









− ∞→∞→∞→
 то данный ряд 

сходится абсолютно. 

Пример 8. Ряд KK +⋅−+−+− +

n

1
)1(

3

1

2

1
1 1n  сходится, так как вы-

полнены условия признака Лейбница. Этот ряд сходится неабсолютно 

(условно), так как ряд KK +++++
n

1

3

1

2

1
1  расходится (гармонический 

ряд). 
Примечание. Для сходимости знакочередующегося ряда не доста-

точно, чтобы его общий член стремился к нулю. 
Признак Лейбница утверждает лишь, что знакочередующийся ряд 

сходится, если абсолютная величина общего члена ряда стремится к 
нулю монотонно. 

Так, например, ряд KK +−+−+−+−
k2 5

1

k

1

3

1

5

1

2

1

5

1
1  расходится, 

несмотря на то, что его общий член стремится к нулю (монотонность 
изменения абсолютной величины общего члена здесь, конечно, наруше-
на). Действительно, здесь kkk2 SSS ′′+′= , где 

),
5

1

5

1

5

1
(S,

k

1

3

1

2

1
1S

k2kk +++−=′′++++=′ KK  причем ∞=′
∞→ kk
Slim  ( kS′  –

частичная сумма гармонического ряда), в то время как предел kk
Slim ′′

→∞
 

существует и конечен ( −′′
kS частичная сумма сходящейся геометриче-

ской прогрессии), следовательно, .Slim k2k
∞=

∞→
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С другой стороны, для сходимости знакочередующегося ряда вы-
полнение признака Лейбница не необходимо: знакочередующийся ряд 
может сходиться, если абсолютная величина его общего члена стремит-
ся к нулю не монотонно. Так ряд 

KK +−
−

++−+−
23232 )n2(

1

)1n2(

1

4

1

3

1

2

1
1 сходится и при том абсолютно, 

хотя признак Лейбница и не выполнен: абсолютная величина общего 
члена ряда хотя и стремится к нулю, но не монотонно. 

7.4. Функциональные ряды 

Область сходимости. Множество значений аргумента x, для кото-
рых функциональный ряд f1(x) + f2(x) + … + fn(x) + … (1) 
сходится, называется областью сходимости этого ряда. Функция 

)x(Slim)x(S nn ∞→
= , где Sn(x) = f1(x) + f2(x) + … + fn(x), а x принадлежит 

области сходимости, называется суммой ряда, а Rn(x) = S(x) – Sn(x) – 
остатком ряда. 

В простейших случаях для определения области сходимости ряда 
(1) достаточно применить к этому ряду известные признаки сходимости, 
считая x фиксированным. 

Пример 1. Определить область сходимости ряда 

KK +
⋅
+++

⋅
++

⋅
++

⋅
+

n

n

3

3

2

2

2n

)1x(

23

)1x(

22

)1x(

21

1x
 (2) 

Решение. Обозначив через un общий член ряда, будем иметь: 

.
2

1x

)1x()1n(2

n2)1x(
lim

u

u
lim

n1n

n1n

n
n

1n

n

+
=

++

+
=

+

+

∞→

+

∞→
 

На основании признака Даламбера можно утверждать, что ряд схо-

дится (и при том абсолютно), если 1
2

1x
<

+
, т.е. при –3 < x < 1; ряд 

расходится, если 1
2

1x
>

+
, т.е. если –∞ < x < –3 или 1 < x < ∞. При x = 1 

получаем гармонический ряд K+++
3

1

2

1
1 , который расходится, а при 

x =–3 – ряд – K+−+
3

1

2

1
1 , который (в соответствии с признаком Лейб-

ница) сходится (неабсолютно). 
Итак, ряд сходится при –3 ≤ x < 1. 
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Степенные ряды. Для всякого степенного ряда 

c0 + c1(x–a) + c2(x – a)2 + … + cn(x – a)n + … 

(cn и a – действительные числа) существует такой интервал (интервал 
сходимости) |x – a| < R с центром в точке x = a, внутри которого ряд 
сходится абсолютно; при |x – a| > R – ряд расходится. Радиус сходимо-
сти R может быть в частных случаях равен также 0 и ∞. В концевых 
точках интервала сходимости Rax ±=  возможна как сходимость, так и 
расходимость степенного ряда. Интервал сходимости определяют 
обычно с помощью признаков Даламбера или Коши, применяя их к ря-
ду, членами которого являются абсолютные величины членов данного 
ряда.  
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8. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ  
ЭКОНОМИЧЕСКОГО СОДЕРЖАНИЯ 

8.1. Применение понятия производной в экономике 

Издержки производства K однородной продукции являются функ-
цией ее объема x, т.е. K=K(x). 

Отношение 
x

)x(K)xx(K

x

K

∆
−∆+=

∆
∆

 называется средними издерж-

ками, а предел )x(K
x

K
lim

0x
′=

∆
∆

→∆
 – предельными издержками производст-

ва при объеме продукции x. 
Если U(x) является функцией выручки, а Z(x) функцией прибыли, 

то можно говорить о предельной выручке и предельной прибыли. При 
этом изучении некоторых экономических вопросов необходимо знать 
процентное изменение зависимой переменной при изменении независи-
мой переменной на 1%. Определяется это с помощью понятия эластич-
ности. Эластичностью функции y=f(x) называется 

y

y
lim

0x

∆
→∆

 ).x(y
y

x

x

x
: ′⋅=∆

 Его обозначают ).x(y
y

x
)y(Ex

′=  

Можно говорить об эластичности издержек производства 

),x(K
K

x
)K(E x

′=  об эластичности спроса относительно цены или пред-

ложения: 

),p(q
q

p
)q(Ep

′=  

),s(q
q

s
)q(Es

′=  

где р – цена, q – спрос, s – предложение некоторого товара. 
Пример. Функция полных издержек имеет вид K(x)=x3+2x2+x. 
Исследовать характер изменения этой функции, а также функции 

средних издержек. Рассчитать эластичность полных издержек K(x) и 

средних издержек 
x

)x(K
)x(K =  и убедиться в том, что Ex(K) = E(K) – 1 

вычислить )K(E),K(E xx  при x=10. Сделать соответствующий вывод. 

Решение. K(x)=x3+2x2+x. По смыслу задачи функция определена 
лишь для x>0, ,01x4x3)x(K 2 >++=′  04x6)x(K >+=′′  для всех x>0, 
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т.е. издержки производства с ростом объема продукции возрастают все 
быстрее. 

Средние издержи 1x2x
x

)X(K
)x(K 2 ++==  по смыслу задачи так-

же определены лишь для x>0. 

02x2)x(K >+=′  для x>0, ,02)x(K >=′′  т.е. и средние издержки с 

ростом x растут все быстрее. 
Рассчитаем эластичности: 

.
1x

x2

)1x(

)1x(x2
)2x2(

1x2x

x
)K(E

.
1x2x
1x4x3

)1x4x3(
xx2x

x
)K(E

22x

2

2
2

23x

+
=

+
+=+⋅

++
=

++
++=++⋅

++
=

 

Покажем, что 

.)K(E
1x

x2

)1x(

)1x(x2

)1x(

x2x2
1x2x

1x2x1x4x3
1

1x2x

1x4x3
1)K(E

.1)K(E)K(E

x22

2

2

22

2

2

x

=
+

=
+

+=
+
+=

=
++

−−−++=−
++
++=−

−=

 

Вычислим Ex(K), )K(E x  при x=10. 

,8,2)K(E10 ≈  8,1)K(E10 ≈  

При увеличении объема продукции с 10 единиц на 1%, т.е. до 
10,1 единиц, полные издержки увеличиваются приблизительно на 2,8%, 
а средние на 1,8%. 

8.2. Определение кривой цены равновесия 

Цена товара является функцией времени p(t), где t измеряется, на-

пример, неделями. Спрос определяется уравнением ,
dt

dp
6p370q +−=  а 

предложение - .
dt

dp
1050p7s +−=  Определить кривую равновесия цен 

при начальной цене p0. 
Решение. Запишем условия равновесия: q=s, или 

dt

dp
1050p7

dt

dp
6p370 +−=+−  
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Решим полученное уравнение. 

0120p10
dt

dp
4 =−+ ;  

dt5,2
12p

dp
);12p(5,2

dt

dp
;30p5,2

dt

dp ⋅−=
−

−−=+−=  

Интегрируя, получим 

.12Ce)t(p,Ce12p,Clnt5,212pln t5,2t5,2 +==−+−=− −−  

При t=0, p(0) = p0,  отсюда p0 = C + 12, C = p0 – 12. Окончательно 

.12e)12p()t(p t5,2
0 +−= −  

Так как p(t)>0, то придадим p0, например значение 20, получим 
прямую равновесия при начальной цене p0 = 20: 12e8)t(p t5,2 += − . 

 

 

Чтобы для каждой недели сохранилось равновесие, цена товара 
должна определяться полученной формулой. Например: p(1)=12,7; 
p(2)=12,1. С течением времени цена асимптотически приближается к 
значению 12, которое на длительный период должно быть ценой равно-
весия. 
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9. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ  
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ ОЦЕНКИ КАЧЕСТВА  

ОСВОЕНИЯ ДИСЦИПЛИНЫ 

1. Понятие скалярных и векторных величин. Примеры. 
2. Линейные операции над векторами и их свойства. 
3. Единичный вектор. 
4. Проекция вектора на ось, составляющая вектора по оси. 
5. Арифметическое n-мерное векторное пространство. 
6. Определение линейной комбинации векторов, линейной зависи-

мости векторов. 
7. Необходимое и достаточное условие линейной зависимости век-

торов. 
8. Необходимое и достаточное условие коллинеарности векторов. 
9. Модуль вектора (формула). Расстояние между двумя точками. 
10. Направляющие косинусы. 
11. Скалярное, векторное, смешанное произведение векторов, их 

свойства, геометрический смысл. 
12. Условие ортогональности, коллинеарности, компланарности 

векторов. 
13. Определение совместной (несовместной), однородной, опреде-

ленной (неопределенной) систем линейных уравнений. 
14. Понятие свободных и базисных переменных. 
15. Однородные системы линейных уравнений, их свойства. Фун-

даментальная и общая система решений. 
16. Представление систем линейных уравнений в векторной и мат-

ричной форме. 
17. Определитель и его свойства. Минор, алгебраическое дополне-

ние элемента. 
18. Методы вычисления определителей. 
19. Матрицы. Действия над матрицами. Элементарные преобразо-

вания строк и столбцов матриц. 
20. Обратная матрица. Методы вычисления обратной матрицы. 
21. Необходимое и достаточное условие существования обратной 

матрицы. 
22. Ранг матрицы. Нахождение ранга матрицы. Теорема и ранге 

матрицы. Теорема о базисном миноре. 
23. Линейно-зависимые и линейно-независимые строки (столбцы) 

матрицы. 
24. Теорема Кронкера–Капелли. Метод Гаусса решения систем ли-

нейных уравнений. 



 89 

25. Понятие линейного оператора. Представление линейного опе-
ратора. 

26. Собственные векторы и собственные значения линейного опе-
ратора. 

27. Квадратичная форма. Приведение квадратичной формы к кано-
ническому виду. Знакоположительные и знакоотрицательные квадра-
тичные формы. 

28. Уравнение прямой на плоскости. 
29. Понятие нормального и направляющего векторов. 
30. Условие параллельности и перпендикулярности прямых. Рас-

стояние от точки до прямой. 
31. Каноническое уравнение кривых второго порядка. 
32. Понятие функциональной зависимости. Виды зависимости. 

Способы задания функции. 
33. Понятие предела. Основные теоремы о пределах. 
34. Бесконечно малые и большие функции и их свойства. 
35. Первый и второй замечательные пределы. 
36. Односторонние пределы, определение. Теорема о равенстве од-

носторонних пределов. 
37. Непрерывность функции в точке. Классификация точек разрыва. 
38. Непрерывность функции на отрезке. Свойства функции, непре-

рывной на отрезке. Другое определение непрерывности. 
39. Определение производной, ее физический, геометрический, 

экономический смысл. 
40. Основная таблица производных. Свойства производной. Произ-

водная сложной функции. 
41. Правило Лопиталя. Раскрытие неопределенностей вида: 

00 ,1,0,0,,,
0

0 ∞∞⋅∞−∞
∞
∞ ∞ . 

42. Дифференциал функции и его свойства. Связь дифференциала с 
производной. 

43. Теорема о дифференцируемых функциях. 
44. Возрастающие и убывающие функции. Необходимое и доста-

точное условие монотонности. 
45. Понятие экстремума функции. Необходимое и достаточное ус-

ловие существования экстремума. Критические точки 1 рода. 
46. Выпуклость функции. Точки перегиба. Достаточное условие 

выпуклости (вниз, вверх) функции. Критические точки 2 рода. Необхо-
димое и достаточное условие существования точек перегиба. 

47. Асимптоты графика функции. 
48. Неопределенный интеграл, его свойства, геометрический 

смысл. Методы интегрирования. 
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49. Определенный интеграл, его свойства, геометрический смысл. 
Формула Ньютона-Лейбница. 

50. Геометрическое приложение определенного интеграла. 
51. Функции нескольких переменных. Примеры функции двух пе-

ременных. 
52. Частные производные первого и второго порядка. 
53. Полный дифференциал функции двух переменных. 
54. Понятие производной по направлению. Градиент функции. 
55. Локальный экстремум, необходимое и достаточное условие ло-

кального экстремума. 
56. Условие экстремум. Функция Лангранжа. 
57. Предельные величины, эластичность функции двух переменных. 
58. Дифференциальные уравнения. Основные понятия. Теорема 

существования единственности решения. 
59. Методы решения дифференциальных уравнений первого порядка. 
60. Методы решения дифференциальных уравнений второго порядка. 
61. Сходимость ряда. Свойства сходимости рядов. Необходимый 

признак сходимости. 
62. Гармонический ряд. Ряды с положительными членами. 
63. Признак сравнения, предельный признак сравнения, признак 

Даламбера, интегральный признак сходимости рядов. 
64. Ряды с членами произвольного знака. Признак Лейбница. 
65. Знакопеременные ряды. Достаточный признак сходимости. 
66. Степенные ряды. Область сходимости степенного ряда. Свойст-

ва степенных рядов. 
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