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Улучшение приближенных решений модели Изинга  
с помощью многочастичных спиновых корреляций  

Для теоретического анализа фазовых переходов в магнитных системах часто исполь-

зуется модель Изинга. Эта модель может служить точным описанием реальных сис-

тем. Кроме того, принцип универсальности позволяет распространить многие резуль-

таты, полученные для простых решеточных моделей Изинга и на более сложные сис-

темы. Однако точных решений для модели Изинга, практически нет. Фактически, 

единственным точным решением является решение Онзагера для квадратной решет-

ки. Существуют, конечно, и приближенные методы решения, но они обладают прин-

ципиальными недостатками, а именно: приближенные методы дают завышенные 

оценки температуры Кюри и неправильно описывают особенности поведения систе-

мы вблизи точки фазового перехода. В настоящей работе показано, что существуют 

пути улучшения фактически любых приближенных методов. С помощью усреднения 

по обменным полям можно (в некоторых случаях) найти связь между спонтанной на-

магниченностью и средними произведениями трех и более соседних спинов. Исполь-

зуя эти связи, можно построить алгоритм улучшения приближенных решений. В ра-

боте найдены выражения для средних значений произведений трех соседних спинов 

в модели Изинга на решетках с координационными числами 3 и 4 как функции тем-

пературы и спонтанной намагниченности. С помощью этих выражений точное реше-

ние для модели Изинга на квадратной решетке сопоставляются с решениями, най-

денными приближенными методами. Предложен способ улучшения приближенных 

методов, применимый, в частности, к приближению Бете и приводящий к более точ-

ным значениям критической температуры и к изменению критического показателя 

температурной зависимости спонтанной намагниченности. 
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Improving approximate solutions of the Ising model  
using many-particle spin correlations 

The Ising model is often used for the theoretical analysis of phase transitions in magnetic 

systems. This model can, in many cases, in itself serve as a fairly accurate description of real 

systems. In addition, the principle of universality allows one to extend many of the results 

obtained for simple lattice Ising models to more complex systems. However, there are 

practically no exact solutions for the Ising model. In fact, the only exact solution is On-

sager's solution for a square lattice. There are, of course, approximate solution methods, 

but they have fundamental drawbacks. Namely, approximate methods give overestimated 

estimates of the Curie temperature and incorrectly describe the features of the behavior of 

the system near the phase transition point. However, as shown in this work, there are ways 

to improve virtually any approximate methods. It turns out that by averaging over the ex-

change fields it is possible (in some cases) to find a relationship between the spontaneous 

magnetization and the average products of three or more neighboring spins. Using these 

connections, one can construct an algorithm for improving approximate solutions. Expres-

sions are found for the mean values of the products of three neighboring spins in the Ising 

model on lattices with coordination numbers 3 and 4 as a function of temperature and 

spontaneous magnetization. These expressions are used to compare the exact solution for 

the Ising model on a square lattice and the solutions found by approximate methods. A 

method for improving the approximate methods is proposed, applicable, in particular, to 

the Bethe approximation, and leading to more accurate values of the critical temperature 

and to a change in the critical exponent of the temperature dependence of the spontane-

ous magnetization. 

Keywords: phase transitions, Ising model, сritical exponents. 

Введение 
Фазовые переходы в магнетиках являются предметом теоретических и экс-

периментальных исследований уже на протяжении многих лет [1–4]. Как из-
вестно, большинство приближенных методов описания критических явлений 
являются тем или иным вариантом теории среднего поля, в которой не учиты-
ваются корреляционные эффекты [1–5]. Однако и теоретические [5] и экспери-
ментальные [2] исследования показывают, что роль крупномасштабных флук-
туаций вблизи критической точки является определяющей. Феноменологически 
роль корреляционных эффектов можно учесть с помощью гипотезы подобия [3; 
5], а микроскопически – в том или ином варианте ренормгруппового построения 
[2–5]. В настоящей работе мы показываем, что есть и другие пути учета влияния 
спиновых корреляций. 
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Эффективным инструментом анализа систем многих взаимодействующих 
частиц (например, магнетики) являются решеточные модели: модель Изинга, 
модель Поттса или модель Гейзенберга [5]. К сожалению, эффективность по-
добных решеточных моделей ограничена, как правило, невозможностью полу-
чить точное решение в подавляющем большинстве нетривиальных случаев. Из-
вестное решение Онсагера для двумерной модели Изинга на квадратной решетке 
[5] в отсутствие внешнего поля является одним из редких исключений из этого 
правила. Существует большое количество приближенных методов решения, в 
частности, модели Изинга: метод среднего поля, приближение Бете и разного 
рода их обобщения [5–9]. Решения, полученные этими методами, дают различ-
ные (как правило, завышенные) оценки для температуры Кюри и обладают ря-
дом общих черт, объединяющих их между собой и отличающих от точного ре-
шения Онзагера, а именно: критические показатели решений, полученных при-
ближенными методами, имеют так называемые «классические» значения, в ча-
стности, критический показатель температурной зависимости спонтанной на-
магниченности вблизи температуры Кюри равен 1/2 [5], в то время как в решении 
Онзагера он равен 1/8 [5]. Одной из причин этого различия является то обстоятель-
ство, что в любой реальной решетке с координационным числом 2>q  существует 
бесконечно много различных путей, соединяющих любые два узла решетки, а в 
приближенных методах используется, как правило, конечное (и небольшое) число 
таких путей. Поэтому спиновые корреляции в реальных решетках имеют большее 
значение, чем это учитывается в приближенных методах. В настоящей работе мы 
попытались количественно сравнить некоторые спиновые корреляции в точном ре-
шении модели Изинга для квадратной решетки с соответствующими корреляциями, 
полученными приближенными методами. Это сравнение подсказывает способ ис-
кусственной «коррекции» приближенных спиновых корреляций, приводящий к мо-
дификации исходного приближенного решения. Оказывается, что модифицирован-
ные таким путем решения имеют критический показатель температурной зависимо-
сти спонтанной намагниченности 1/4, а температуры Кюри становятся значительно 
ближе к известным точным значениям.  

Усреднение по обменным полям и спиновые корреляции 
Вычисление спиновых корреляций в модели Изинга на решетке с координаци-

онным числом q  можно произвести с помощью метода усреднения по локальным 
обменным полям [6]. Суть этого метода заключается в следующем. Рассмотрим 
систему из N  взаимодействующих частиц, каждая из которых характеризуется не-
которым параметром σ , который в дальнейшем, имея в виду применение к модели 
Изинга, будем называть спином. Обозначим Ω  множество всех этих спинов, а га-
мильтониан системы ( )ΩH . Два спина iσ  и jσ  будем называть взаимодействую-

щими, если в гамильтониане есть слагаемое, неаддитивно зависящее от iσ  и jσ . 

Рассмотрим в системе группу, содержащую n  спинов. Такую группу мы бу-
дем в дальнейшем называть кластером. Множество входящих в кластер спинов 
обозначим c . Обозначим r  множество не входящих в кластер спинов, каждый 
из которых взаимодействует хотя бы с одним спином кластера, и s  множество 
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всех остальных спинов. Очевидно, Ω  является объединением непересекающих-
ся множеств c , r  и s . Пусть теперь ( )rf  – некоторая функция спинов, принад-
лежащих r , а ( )cφ  некоторая функция кластерных спинов c . Тогда, как показа-
но в [10], среднее по ансамблю значение произведения fφ : 

( ) ( )rWφrf=fφ
r

r∑ , (1) 

при 

( ) ( ) ( )






 −
∑ rc,H

kT
cφ

rZ
=φ c

cc
r

1
exp

1
, (2) 

где ( )rW  – функция распределения для наборов состояний спинов множества r ; 
( )rc,H c  – «кластерный гамильтониан» – слагаемые в гамильтониане ( )ΩH , 

связанные с взаимодействием спинов, принадлежащих c  и r ; 
k  – постоянная Больцмана; 
T  – температура. 

«Кластерная» статистическая сумма ( ) ( )






 −
∑ rc,H

kT
=rZ c

c
c

1
exp . 

Формулу (1) можно интерпретировать следующим образом. Выражение (2) 
можно понимать как «кластерное среднее» функции ( )cφ , вычисленное при ус-
ловии, что конфигурация взаимодействующих с кластером спинов задана и не-
изменна. Выражение (1) в этом случае можно понимать как усреднение произ-
ведения ( ) rφrf  по функции распределения ( )rW . На использовании формулы (1) 
основан метод усреднения по полям взаимодействия.  

Рассмотрим модель Изинга на некоторой решетке. Пусть в каждом узле ре-
шетки содержится изинговский «спин», принимающий значения +1 и -1, а взаи-
модействуют только спины, находящиеся в связанных узлах. Тогда гамильтони-
ан модели Изинга можно записать так: 

( )
( )

∑∑ −−
i

iex
ji,

ji σHσσJ=ΩH , (3) 

где J  – энергия обменного взаимодействия; суммирование в первой сумме про-
водится по всем парам связанных спинов, во второй – по всем узлам. 

Выделим теперь на решетке кластер, состоящий только из одного спина 0σ . 
Множество c  в этом случае состоит только из этого спина 0σ , а множество r  – из 
спинов его первой координационной сферы. Кластерный гамильтониан 

( ) exc HσhJσ=rc,H 00 −− , где h  – сумма значений спинов, принадлежащих r , то есть 
сумма спинов, непосредственно взаимодействующих с 0σ  (спинов первой коорди-
национной сферы). Будем называть эту сумму «полем взаимодействия», «кластерное 
среднее» (2) некоторой функции ( )cφ , которая в этом случае зависит только от 0σ : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )exex

exex
r hKh+h+Kh

hKhφ+h+Kh+φ
=φ

−−
−−−

expexp

exp1exp1
,  (4) 

где kTJ=K /  и kTH=h exex / . 
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Рассмотрим случай, когда функция ( )rf  является функцией только поля 
взаимодействия h . Тогда, поскольку среднее (4) зависит только от h , усредне-
ние в (1) является, в сущности, усреднением по функции распределения ( )hW  
этого поля взаимодействия: 

( ) ( )hWφhf=fφ
h

r∑ . (5) 

Для модели Изинга на простой решетке с координационным числом q  поле 
взаимодействия h  может принимать только дискретные значения iq=hi 2− , 

q…,=i 0 . Среднее значение любого спина решетки одинаково и равно M  – сред-
ней намагниченности в системе. 

При отсутствии внешнего поля из (4) и (5) при ( ) 1=hf  и 0σ=φ  получим: 

( ) ( );KhthhW=M
i

ii∑  (6) 

при 1=φ  и ( ) nh=hf , где 12 +p=n  – целое нечетное число  

( )∑
i

i
p+

i
p+ hWh=h 1212 ; (7) 

а при 0σ=φ  и ( ) nh=hf , где p=n 2  – целое четное число 

( ) ( )∑
i

ii
p

i
p hWKhthh=σh 2

0
2 . (8) 

Учитывая нечетность 12 +ph , ( )Khth  и ( )Khthh p2  как функций h , соотношения 
(6) – (8) можно представить в виде сумм только по положительным значениям ih : 

( )( )
( )
∑ −

qn

i=
i iqKthX=M

0

2 , (9) 

( )
( )
∑ −

qn

i=

+p
i

+p iqX=h
0

1212 2 , (10) 

( )
( )

( )( )iqKthiqX=σh
qn

=i

p
i

p 22
0

2
0

2 −−∑ , (11) 

где ( ) ( )iii hWhW=X −− , а ( ) 






 −
2

1q
=qn  – целая часть 

2

1−q
.  

Выражения (9)–(11) дают возможность определить спиновые корреляции в 
модели Изинга на простой решетке. Рассмотрим, например, шестиугольную ре-
шетку ( 3=q ). В этом случае в (9)–(11) остаются слагаемые, содержащие только 

0X  и 1X . Выражение (10) при 0=p  дает среднее значение h , равное qM . Ис-
пользуя это выражение и равенство (9), найдем 0X  и 1X : 

M
KththK

thK
=X

33

13
0 −

−
, 

( )
M

KththK

Kth
=X

33

313
1 −

−
. (12) 
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Рассмотрим среднее значение третьей степени поля взаимодействия 3h . Не-
трудно показать, что 

( ) ( )( )Sqqq+Mqq=h 21233 −−− , (13) 

где kji σσσ=S  – среднее значение произведения трех попарно различных спинов 

из первой координационной сферы. 
При 3=q  возможен только один выбор спинов, входящих в S , но в общем 

случае выбор трех спинов из первой координационной сферы можно произвести 
различными способами, тогда S  – среднее взвешенное по всем таким способам. 

Взяв в (10) 1=p  и используя (12) и (13), получим: 

( )
M

KththK

Kth+thK
=S

33

433

−
−

. (14) 

Из равенства (11) при 1=p  можно аналогичным образом определить вели-
чину 00 σσσ=S ji  – среднее значение произведения центрального спина и двух 

различных спинов из первой координационной сферы: 

( )
M

KththK

Kth+thKKthKth
=S

33

334
0 −

−
. (15) 

Аналогичные вычисления можно сделать и для 4=q . Среднее значение S  
при этом оказывается равным: 

( )
M

KthKth

Kth+Kth
=S

422

2224

−
−

, (16) 

а среднее значение 0S : 

( )
M

KthKth

KthKth
=S

422

4122
0 −

−
. (17) 

На плоской квадратной решетке ( 4=q ) ( ) 3/2 02010 S+S=S , где 01S  – среднее 
значение произведения центрального спина и двух соседних спинов, связи меж-
ду которыми и центральным узлом составляют прямой угол, а 02S  – среднее для 
узлов, лежащих на одной линии.  

Модификация приближенных методов по спиновым корреляциям 
Вычисленные в предыдущем пункте средние значения (14)–(17) можно, в 

частности, использовать для оценки эффективности приближенных методов ре-
шения модели Изинга. Введем функции ( )MR  и ( )MR0  следующим образом: 

( )
M

MS
=MR

3
0

0

−
 и ( )

M

MS
=MR

3−
. 

Эти функции (далее – «коррелянты») можно рассматривать как меру корре-
лированности значений некоторого спина в решетке и двух его соседей ( ( )MR0 ) 
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или же трех спинов, соседних к одному узлу ( ( )MR ). Для квадратной решетки 
( 4=q ) эти функции, согласно (16) и (17), равны: 

( ) ( ) 2
2

2
0

1
1

422

4122
M

x

x
=M

KthKth

KthKth
=MR −







 −−−
−
−

 (18) 

и 

( ) ( ) 2
2

2 11
1

422

2224
M

x

x

x
=M

KthKth

Kth+Kth
=MR −







 −−−
−

−
, (19) 

где Kth=x 2 .  
Соотношения (18) и (19) позволяют найти ( )MR0  и ( )MR , если известна 

спонтанная намагниченность как функция температуры ( )xM=M  (точнее, обрат-
ная функция ( )Mx=x ). Однако эти же соотношения можно использовать в «обрат-
ном направлении»: если из каких-либо соображений найдены выражения для кор-
релянтов 0R  или R  как функции спонтанной намагниченности M , то из (18) и (19) 
можно найти спонтанную намагниченность как функцию температуры. 

Для модели Изинга на квадратной решетке в отсутствие внешнего поля из-
вестно точное решение, полученное Онзагером и Янгом [5]: 

2

2

2

4
8 1

1
2

1
1 









 −−−
x

x
=

Ksh
=M , (20) 

откуда  

811/1 M+=x − . 

Используя это решение, из (18) и (19) получим точные значения коррелян-
тов ( )MR0  и ( )MR  для квадратной решетки в отсутствии внешнего поля.  

Пусть теперь есть некоторое приближенное решение для модели Изинга на 
квадратной решетке, определяющее приближенное значение спонтанной намаг-
ниченности M  как функцию температурного параметра x . Представив это ре-
шение в виде ( )2Mχ=x  и используя его в (18) и (19), можно получить прибли-

женные значения спиновых коррелянтов ( )MR0

~
 и ( )MR

~
, соответствующих дан-

ному решению. (Мы полагаем, что x  является функцией 2M , поскольку при от-
сутствии внешнего поля гамильтониан модели Изинга симметричен относитель-
но одновременного изменения знаков всех спинов. Поэтому, если в приближен-
ном решении учитывается это обстоятельство, каждому значению параметра x  
соответствуют два значения спонтанной намагниченности: +M  и M− , а значит, 
x  является четной функцией M .) Как уже было сказано ранее, в приближенных 
методах обычно недооценивается влияние корреляций, и поэтому мы ожидаем, 
что значения ( )MR0

~
 и ( )MR

~
 будут меньше точных значений, вычисленных по 

(20). В частности, значения этих функций при 0=M  должны быть меньше  



Территория новых возможностей. Вестник ВГУЭС. 2021. № 1 
 

 

 178 

соответствующих точных значений. Как видно из (18) и (19), ( )00R  и ( )0R  являются 
монотонно возрастающими функциями x . Поэтому чем меньше значения ( )00R  и 

( )0R , тем меньше критическое значение температурного параметра cK . Другими 
словами, оценка температуры Кюри cc K=T /1  в приближенных решениях оказыва-
ется завышенной именно по причине недооценки спиновых корреляций. 

Значение функции ( )2Mχ=x  при 0=M  определяет критическое значение 
температурного параметра Kth=x 2 , то есть температуру Кюри, а критический по-
казатель температурной зависимости спонтанной намагниченности определяется 
разложением этой функции в ряд по степеням 2M : если первый ненулевой член 
такого разложения имеет порядок nM 2 , то критический показатель равен n2/1 . 

Рассмотрим в качестве примера приближение Бете [5] и его обобщение на не-
который класс рекурсивных решеток [7]. Как показано в работе [11], приближение 
Бете можно рассматривать как своего рода ренормгрупповое преобразование от 
единичного узла решетки с координационным числом q  к димеру на той же решет-
ке. Иначе говоря, рассмотрим кластер, состоящий из одного атома, находящегося в 
кристаллическом поле 1h . Средняя намагниченность этого атома равна: 

( ) ( )exh+Khth=hm 111 . (21) 

Рассмотрим кластер из двух соседних атомов (димер), находящихся в кри-
сталлическом поле 2h . Средняя намагниченность атома такого кластера: 

( ) ( )
( ) K

ex

ex

e+h+Khch

h+Khsh
=hm

2
2

2
22 22

22
− . (22) 

Намагниченность в приближении Бете находится приравниванием правых 
частей (21) и (22): 

( ) ( )2211 hm=hm=M  (23) 

при дополнительном условии 
q

q
=

h

h 1

1

2 −
 [11]. Такая «ренормгрупповая» трактов-

ка приближения Бете подсказывает естественное обобщение [8]: помимо димера 
можно рассмотреть более сложный кластер на решетке, например, циклический 
кластер, состоящий из N  атомов, находящихся в кристаллическом поле Nh . Ве-
личину N  можно взять равной количеству узлов, содержащихся в кратчайшем 
замкнутом пути на данной решетке, например, для квадратной решетки 4=N , 
для шестиугольной 6=N  и т.д. Средняя намагниченность атома такого кластера: 

( ) ( )
( ) K

exN
K

exN
K

NN

NN

NN
e+h+Khshe

h+Khshe

λ+λ

λλ
=hm

222
21

21

−

−
, (24) 

где ( ) ( ) K
exN

K
exN

K e+h+Khshe±h+Khche=λ
222

1,2
− . Приравнивая теперь правые час-

ти (22) и (25) при дополнительном условии 
q

q
=

h

hN 2

1

−
 и правые части (22) и (24) 
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при условии 
1

2

2 −
−

q

q
=

h

hN , получим, аналогично (23), два приближения, улучшаю-

щие приближение Бете. Будем называть их «кластерными приближениями N−1  
и N−2 ». (В работе [8] показано, что для некоторых значений q  эти приближе-
ния можно понимать как точные решения для определенным образом построен-
ных рекурсивных решеток.) Нетрудно показать, что и приближение Бете и его 
кластерные улучшения имеют критический показатель температурной зависи-
мости спонтанной намагниченности, равный ½. 

 

Рис. 1. Коррелянт ( )MR0  как функция спонтанной намагниченности M  для квадратной  

решетки: кривая 1 – точное значение, кривая 2 – приближение Бете,  
кривые 3 и 4 – кластерные приближения N−1  и N−2  соответственно 

На рисунке 1 приведены графики коррелянта ( )MR0  (кривая 1) и его при-
ближенных значений ( )MR0  в приближении Бете (кривая 2) и в кластерных при-
ближениях N−1  и N−2  (кривые 3 и 4 соответственно), вычисленные для 4=q  
и 0=hex . Видно, что для всех приближений значения коррелянтов при любом M  
меньше точных значений, найденных по (20) (кривые 1), что подтверждает вы-
сказанное выше предположение. Аналогично ведут себя коррелянт ( )MR  и его 

приближенные значения ( )MR
~

. 
Однако графики и точных, и приближенных коррелянтов, как видно из 

рис. 1, имеют сходный вид. Построим для каждого из приближенных коррелян-
тов отношение его значения к точному – ( ) ( )MRMR 00 /

~
 и ( ) ( )MRMR /

~
. На рисунке 2 
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приведены графики отношений ( ) ( )MRMR 00 /
~

 для всех трех рассматриваемых 
приближений. Видно, что за исключением области вблизи 1=M  эти отношения 
близки к некоторым постоянным значениям, своим для каждого приближения, 
но всегда меньшим единицы. Отношения ( ) ( )MRMR /

~
 имеют аналогичный вид.  

 

Рис. 2. Отношения приближенных значений коррелянта ( )MR0  к точному  

как функция спонтанной намагниченности M : кривая 1 – приближение Бете,  
кривые 2 и 3 – кластерные приближения N−1  и N−2  соответственно 

Такое поведение этих функций наводит на мысль о возможности улучшения 
приближенных методов расчета спонтанной намагниченности путем модифика-
ции соответствующих коррелянтов. Вычислив в некотором приближении, на-
пример, коррелянт ( )MR , умножим его на некоторую константу 1>A . Получен-
ный таким образом коррелянт будем называть модифицированным. Подставим 
теперь модифицированный коррелянт в формулу (19) и решим полученное 
уравнение относительно M . Это решение и есть модифицированная спонтанная 
намагниченность как функция температуры, т. е. модифицированная спонтанная 
намагниченность как функция температурного параметра.  

Kth=x 2  находится, согласно (19), из условия 

( ) ( )( ) ( ) 22 1 MAMχAF=xF −− , (25) 

где  

( )
2

11
1 







 −−
x

x

x
=xF . 
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Значение константы A  ограничено условием однозначности модифициро-
ванной спонтанной намагниченности как функции температуры. Для малых зна-
ченийM  разложим правую часть (26) до первого порядка по 2M : 

( ) ( )( ) ( )( ) ...)0()0(11(0 2 +χ′χ′−− MFА+χAF=xF . (26) 

Поскольку ( )xF  – монотонно возрастающая функция x , коэффициент при 
2M  в этом выражении не может быть отрицательным, то есть 

( )( ) ( )( )001/1≤ ''
m χχF=AA − . 

Из этого выражения видно, что, если ( ) 0≠0'χ , то есть приближенный метод, 

из которого находится функция ( )2Mχ=x , приводит к классическому критическо-
му показателю температурной зависимости спонтанной намагниченности, его мож-
но нетривиально модифицировать описанным выше способом, выбрав максимально 
возможное значение параметра mA=A . Модифицированное критическое значение 
температурного параметра cc Kth=x 2  находится из условия 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )001/0 ''
c χχFχF=xF − , а разложение в правой части (27) начинается с чле-

нов порядка 4M , что приводит к уменьшению критического показателя с ½ до ¼. 
Аналогичным образом можно использовать для модифицирования и коррелянт 

( )MR0 , умножая его на постоянную ( )( ) ( )( )001/1 0
''

m χχF=B − , где ( )
2

0

1
1 







 −−
x

x
=xF . 

 

Рис. 3. Спонтанная намагниченность M  как функция температурного параметра  

kT

J
=K  для модели Изинга на квадратной решетке: кривая 1 – точное значение,  

кривая 2 – приближение Бете, кривые 3 и 4 – модифицированное приближение Бете  
по коррелянтам ( )MR  и ( )MR0  соответственно 
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Для приближения Бете при 4=q  и 0=hex  нетрудно вычислить ( ) 5/30 =χ , 

( ) 25/20 =χ ' , ( )( ) 27/70 =χF  и ( )( ) 27/2000 =χF ' . Используя эти значения, найдем 
модифицированное значение 4050≈ ,Kc , что ближе к получаемому из (21) точ-
ному значению 4410, , чем значение 3470, , которое дает немодифицированный 
метод Бете. Если же использовать для модификации коррелянт ( )MR0 , модифи-
цированное значение 4200≈ ,Kc , что еще ближе к точному значению. На рисун-
ке 3 показаны графики спонтанной намагниченности как функции K , найденные в 
приближении Бете (кривая 2) и в приближении Бете, модифицированном по корре-
лянтам ( )MR  и ( )MR0  (кривые 3 и 4 соответственно). На этом же рисунке приведе-
но точное значение ( ),KM  вычисленное по (20) (кривая 1). Подобным образом 
можно произвести модификацию кластерных приближений N−1  и N−2  по корре-
лянтам ( )MR0  и ( )MR , но это выходит за рамки настоящей работы. 

Используя спиновые средние (14) и (15), можно построить выражения для 
коррелянтов ( )MR0  и ( )MR  для решетки с координационным числом 3=q  (шес-
тиугольная решетка): 

( ) ( ) 2

3

2 1

2

1
1

33

334
M

y

y
=M

KththK

Kth+thKKthKth
=MR −







 −−−
−

−
 (27) 

и 

( ) ( ) 2

3

2
0

1

2
1

33

433
M

y

yy
=M

KththK

Kth+thK
=MR −







 −−−
−

−
, (28) 

где thK=y . 
Для модели Изинга на этой решетке не найдено точное решение, хотя из-

вестно [5], что критическое значение температурного параметра 6580≈ ,Kc , а 
приближение Бете дает значение 5490≈ ,Kc , это меньше точного значения, как и 
для квадратной решетки. Построив процедуру модификации приближения Бете 
тем же способом, что и для квадратной решетки, найдем модифицированное по 
коррелянту ( )MR  значение 6290≈ ,Kc , а модификация по коррелянту ( )MR0  дает 

6400≈ ,Kc , что заметно ближе к точному значению, чем немодифицированное 
приближение Бете.  

Заключение 
С помощью метода усреднения по обменным полям [10] было показано, что 

для модели Изинга на решетках с координационными числами 3 и 4 средние 
значения произведений трех соседних спинов в отсутствие внешнего поля прямо 
пропорциональны спонтанной намагниченности; вычислены коэффициенты 
этой пропорциональности (выражения (14)–(17)), зависящие только от темпера-
туры. Для квадратной решетки эти выражения позволяют найти точные значе-
ния спиновых средних, используя известное точное решение Онзагера.  
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По выражениям (14)–(17) можно построить приближенные значения спино-
вых средних (или связанных с этими средними коррелянтов ( )MR0  и ( )MR ), ес-
ли для температурной зависимости спонтанной намагниченности использовать 
значения, найденные приближенными методами. Показано, что приближение 
Бете и некоторые его обобщения дают заниженные по сравнению с точным зна-
чения спиновых коррелянтов (см. рис. 1).  

Предложен способ модификации приближенных методов решения модели 
Изинга, основанный на искусственной коррекции приближенных коррелянтов. 
Показано, что для приближения Бете такая модификация дает более точные зна-
чения критической температуры и меняет значение критического показателя 
температурной зависимости спонтанной намагниченности с ½ до ¼. 
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